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MAPPINGS OF PARTIALLY ANALYTIC SPACES.* 


By Errert BisHop. 


1. Introduction. We study a mapping f of a partially analytic space K 
into n-dimensional complex affine space C”. A partially analytic space K is 
a Hausdorff topological space which is a countable union of conditionally 
compact open sets, which is locally connected, and which is endowed, at least 


partially, with an analytic structure. This means that a countable family 
{Ma} of subsets of K is given, each with the structure of a complex analytic 
manifold. An algebra % of continuous functions on K, called the analytic 
functions on K, is also given, with the property that each function in % is 
analytic on each My. The algebra %f is closed in the topology of uniform 
convergence on compact subsets of K. The coordinates of the mapping f are 
required to lie in 9. The purpose of this paper is to show that for certain 
spaces K the mapping f can be chosen to have certain properties. For instance, 
sufficient conditions are given for there to exist an f which is proper, or which 
separates points, or which has a certain rank at certain points. Since the 
complex spaces of Cartan [4] or Behnke and Stein [2] can be thought of 
as partially analytic spaces, these results apply to complex spaces.* 


Theorem 1 is concerned with the dimensions of the level sets of the 
mapping f. The statement of Theorem 1 is somewhat complicated; a special 
case reads as follows. If the level sets of 9 intersect each My in a countable 
set, then f can be chosen so that the level sets of f intersect each Ma in a 
set of (complex) dimension at most max{da—n,0}, where da=dim Mg. 
Theorem 1 is closely related to a theorem of Grauert ([6], Satz 12), but the 
proof given here differs from Grauert’s proof and a more general theorem is 
obtained. 

The next part of the paper is concerned with analytic polyhedra. With f 
as above, write 


Po={p: p€ U Ma. | fi(p)| <1,1SiSn}. 


An analytic polyhedron P in K defined by f is a subset of P, which is both 
open and closed in P, and whose closure is a compact subset of U Mg. 


* Received June 1, 1960. 
*See in this regard however footnote 3. 


| 
209 


210 ERRETT BISHOP. 


Theorem 3 states that if S is a compact subset of P then there exists an 
analytic mapping g of K into C% which defines an analytic polyhedron @ 
with SC QCP, where d is the maximum of the dimensions of the M, 
(which is assumed to be finite). Theorem 3 (in a more general form) is 
basic to the theorems which follow. To prove Theorem 3, one first modifies 
the mapping f = (f1,- - -,fn) slightly so that for each a the sets of simul- 


taneous constancy of the functions f2/f1,- - -,fn/f: on 
Ha=PN {p: f(p) Me 


have the same dimension at each point of Ha as the sets of simultaneous 
constancy of 2%. That this can be done follows from Theorem 1 if n> d, 
and if n=d there is nothing to prove. This modification of f having been 
made, choose the constant 7 >1 such that | f;(p)| <7 for all p in S and 
1=1=n, and write 

gi = — 


Then if WN is sufficiently large the mapping g = (g2,- - -,9n) of K into C™ 
defines an analytic polyhedron P’ with SCP’ CP. After n—d such con- 
structions one obtains the analytic ployhedron Q of Theorem 3. 

Next it is assumed that K is weakly holomorphically convex, which means 
that K =U M, and that for each compact S C K each component of the set 


S={p: pe K,|f(p)| Smax,.g|f(q)| for all f in 


is compact. Since weak holomorphic convexity implies that K is the union 
of an increasing sequence of analytic polyhedra, one is able to apply Theorem 
3 to show (Theorem 4) that K admits an almost proper analytic map f into 
C4, where d is the maximum of the dimensions of the Ma and where almost 
proper means that each component of the inverse image of a compact set 
is compact. 

There follows a section of the paper devoted to the study of certain 
special analytic polyhedra (Theorem 5). As a result of this study we obtain 
some integral formulas (Theorems 6 and 7) which are an attempt to generalize 
the usual one dimensional planar formula to several dimensions and to 
manifolds. These formulas recall the several dimensional integral formulas 
of Weil [13] and Bergmann [3], although they seem to be fundamentally 
different from those formulas. 

Next we return to the study of mappings and show (Theorem 8) that 
if K is weakly holomorphically convex, if 9% separates points of K, and if 
certain other minor conditions are satisfied, there exists a proper mapping 


an, 


cot 
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of K into C%', with d as above, where proper means that the inverse 
images of compact sets are compact. The proof of this theorem goes as 
follows. Let f be an almost proper mapping of K into C4. Let {S;} be an 
increasing sequence of compact sets the union of whose interiors is K. Let 


Jy +, 24) € C4,|4| Sk for 1 SiS}. 


For each positive integer k let H;, be the union of those components of f-*(Jx) 
which intersect S;. Let G; be the set [f+(Jz) The sets G; 
and H;, are disjoint compact sets. If 1; denotes the set of all uniform limits 
on G,U H;, of functions in %, it can be shown that the maximal ideal space 
of the Banach algebra %;, is just the set G, U H;,. It follows from the general 
theory of Banach algebras that there exists o, in % arbitrarily large on G;, 
and arbitrarily small on H;. Since {H;,} is an increasing sequence of compact 
sets the union of whose interiors is K, it follows that the functions o; can be 


chosen so that the series }}; converges uniformly on compact subsets of K 
k=l 


to a function fa,, in & with | fai(p)| > for all p in G, and all &. To see 
that the mapping f X fas of K into C%* is proper, write 


F, {p: p€ K,| fi(p)| Sk for 1Si<d+}, 


and consider p in Fy. Let 7 be the smallest integer not less than & such that 
peH; If j>k then peG;,. Therefore k=|fas(p)|>j—1. This 
contradiction shows that =k, so that Thus F;, C H;, so that 
is compact and the mapping f X fas: is proper. 

It is now relatively simple (Theorem 9) in case K, for instance, is a Stein 
manifold to choose functions fener In M such that (f1,° fon) has 
rank n at each point of K and (f1,- - +, fons1) distinguishes points of K. This 
is done by choosing the functions successively to decrease the dimensions of 
certains singular sets associated with the mapping. 

This last result is a special case of as yet unpublished results? on the 
problem by R. Narasimhan, who used other methods. The first result of 
this type is due to Remmert [8]. 

If one looks at the proofs more closely, it can be seen that all of the 
mappings considered are dense in the topology of uniform convergence on 
compact subsets of K. 

It is intended to devote a subsequent paper to applications of the results 
given here. 


* Since this was written Narasimhan’s paper has appeared in American Journal of 
Mathematics, vol. 82 (1961), pp. 917-934. 
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2. Dimensions of level sets of mappings. Rather then begin by con- 
sidering what is known in the literature as analytic space we introduce a 
notion which is somewhat more general and which is sufficient for the purposes 


of this section. 


Definition 1. <A partially analytic space K consists of a Hausdorff space 
K, a countable family {Ma} of subsets of K, each of which is a (complex) 
analytic manifold, and a set 9 of continuous (complex-valued) functions on K. 
The relative topologies of the subsets Ma are the same as the topologies which 
they possess as analytic manifolds. The space K is a countable union of open 
sets whose closures are compact, and each component of an open set in K 
is open. Each function in %f is analytic on each Ma. Y is closed in the 
topology of uniform convergence on compact subsets of K. Also % is an 
algebra in the sense that sums, products, and complex multiples of elements 
in are in 

In the above definition and in the sequel an analytic manifold will be 
understood to be connected and coverable by a countable number of coordinate 
neighborhoods. Thus each M, has a (complex) dimension dg, which is the 
same as the dimension of Ma at each of its points. 

As an abbreviation, we speak of a partially analytic space K, the rest of 
the structure—the manifolds M,, called the structure manifolds of K, and 
the algebra %, called the set of analytic functions on K—being understood. 

The set of continuous complex-valued functions on K is written C(K), 
and the subset of C(K) consisting of those functions analytic on each Va 
is written A(K). The set of all analytic functions on an analytic manifold 
M is written A(M). The topology of uniform convergence on compact subsets 
of K is easily seen to be a metrizable topology for C(K). To see this, let {Fn} 
be a sequence of compact sets whose interiors cover K, and let 


f ln f(p)|: p€ Pr} 
for each f in C(K). Let 


=Z2" f—g + f—g be)" 


for all f and g in C(K). Then p is a metric for C(K) and C(K) is complete 
in the metric p. As a closed subset of C(K), % is also a complete metric 
space with metric p. 

We now recall some standard material from the theory of several complex 
variables which will be of use later. See in this connection the notes [4], [5], 


n=1 


PARTIALLY ANALYTIC SPACES. 213 


and [10], and the paper [12]. A set A in an analytic manifold M is analytic 
if to each point p of M there exists a neighborhood U of p and a finite set of 
analytic functions on U such that A U is the set of common zeros in U of 
the functions. A set A is locally analytic in M if to each p in A there exists 
a neighborhood U of p and a finite set of analytic functions on U such that 
ANU is the set of common zeros in U of the functions. A locally analytic 
set is analytic if and only if it is closed. A point p of a locally analytic set 
A in a manifold J is called regular if there exists a coordinate neighborhood 
U of p and coordinate functions f,,- - -,f, on U such that 


ANU ={q: =0,1SiS8) 


for some positive integer k. The set Ap of regular points of a locally analytic 
set A is a locally analytic set which is open and dense in A; if A = Ap, then 
A is called a regular locally analytic set. A connected regular locally analytic 
set is called a submanifold of 7. Then Ag has a countable number of com- 
ponents, each open in A, each of which is a submanifold of J and each of 
which inherits from J/ in a natural way the structure of an analytic manifold. 
The (complex) dimension of A, which equals one-half of the topological 
dimension of A, is the maximum of the dimensions of the components of Ap. 
If p is a point in A, the local dimension of A at p is the minimum of the 
dimensions of the locally analytic sets A M U, where the sets U are neighbor- 
hoods of p. The dimension of A is the maximum of the local dimensions of 
its points. The set Ag = A—Azp is a locally analytic set whose dimension 
is strictly less than that of A; it is an analytic set if A is an analytic set. 


This gives rise to a sequence 


of locally analytic sets, each a closed subset of the preceding, such that 
Ais: (A*"), for 1 Sik and such that A* is empty. Thus A is the union 
of the disjoint regular locally analytic sets (A‘)r, OSt1Sk—1. It follows 
that A is a countable union of disjoint submanifolds {Ma} of M. Thus A 
can be made into a partially analytic space by considering it as a Hausdorff 
space with structure manifolds {Wg} and by choosing % for instance to be 
the set of holomorphic functions on A. It is also clear that a complex space 
(a concept which we do not use here: see [2] or [4]), which locally has the 
structure of an analytic set in an analytic manifold, can be thought of as a 
partially analytic space.° 


* The referee has pointed out that this fact, while true, is not trivial if 9{ consists 
of all functions on an analytic space K which are analytic in the narrow sense, that is, 
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Definition 2. A set fi, - -,f¢ of analytic functions of a d-dimensional 
analytic manifold M will be called a coordinate set of functions at a point p 
in M if there exists a neighborhood U of p and a constant r > 0 such that 


maps U homeomorphically onto the set 
E= {z= 


in d-dimensional complex affine space C4. The set U will then be called a 
coordinate neighborhood of p for the functions f;,- - -, fa. 


Lemma 1. Let K be a partially analytic space with a single structure 
manifold M. Let m be a positive integer not larger than the dimension d 
of M. Let f:,---,fa in A(M) be a coordinate set of functions at a point p 
of M, and let U be an associated coordinate neighborhood, 


= +, 2a)? |4—filp)| <4 1 StS dg}. 


Let fm be in Mand h in A(M). Then the set G of functions g in M such 
that the level sets V (sets of simultaneous constancy) of the functions 
*>fma, 9+h on U are all of dimension d—m or less is dense in 
and is a countable intersection of open subsets of Qf. 
Proof. Let go be any element of %{ and ¢« a positive number. Let fin 
assume the value b at some point in U. Define 
d+1 d+1 


9 = Jot 2 — 
iz j= 


where the a; are constants to be chosen. Thus g€ % and p(g,go) <e if the 
a; are sufficiently small. Choose the a; to be that small and in addition to have 
the property that the functions 


(*) tla; + (go + h)/0(fm)*, 
have no common zero in U. This is possible because the range of the mapping 
of U into C%* has topological dimension at most 2d and therefore contains 
which arise from functions analytic in open subsets of the analytic manifolds in which 
K is considered as locally imbedded. The difficulty in this case is to show that 9% is 


closed in C(K). This was proved by Grauert and Remmert in Mathematische Annalen, 
vol. 136 (1958), pp. 245-318. 
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no neighborhood of the origin. To see that g is in G, it is enough to show 
that g +h is not constant on each of the coordinate planes 


L={p: pe U,fi(p) =o, 1 StSm—}}, 


since the sets V are then proper analytic subsets of such planes LZ and there- 
fore have dimensions less than the dimensions d— (m—1) of the planes. 
Assume therefore that g +h is constant on some plane L. Thus 


2) / (fn)! +h) + fm — 


vanishes everywhere on L. If p, denotes a point of L for which fm(po) =), 
it follows that the functions (*) have a common zero at po. This contra- 
diction to the choice of the constants «; means g€ G. Since gy and e were 
arbitrary, G is dense in Mf. To finish the proof of the lemma, define F;,, for 
each positive integer k, to consist of all g in 9 such that there exists a coordi- 
nate plane L with |¢;|Sr—k? for 1SiSm—1 on which g+h is 
constant. Clearly F;, is closed in and U F,=—G. Thus G=N(%—F,). 
This completes the proof of the lemma. 


Definition 3. If M is an analytic manifold, a subset S of A(M) is said 
to have dimension m over a subset T of A(M) at a point p of M, if the 
level set of 7’ containing p includes the level set of S containing p and if the 
difference in the local dimensions at p of these two level sets is m. The set 
S is said to have dimension m, over JT on M if each level set of S on M is 
contained in a level set of T on M and if m, is the maximum of m for p in M. 
If T is void, then one speaks simply of the dimension m of S at a point p 
or of the dimension my of S on M. The rank of S at p is the rank at p of 
the Jacobian matrix of S with respect to some coordinate set of functions at p. 


Lemma 2. Let K bea partially analytic space with a single structure 
manifold M of dimension d. Let B be a subset of A(M) and h an element 
of A(M). Let P consist of all points p in M such that the dimension of 
MU BU {h} over B at p ts at least 1. Let G be the set of all g in M such 
that the dimension of BU {g-+-h} over B at p is at least 1 for all p in P. 
Then %—G is of the first category in %. 


Proof. The proof proceeds by induction on d. The lemma is clearly 
true if d= 0, since in that case the set P is void. Assume therefore that the 
lemma is true for all values of d less than the given value. At each point p 
in M let J, be the (possibly infinite) Jacobian matrix of the functions in P 
with respect to a set of coordinates at p, and let J, have rank m,. Let m be 
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the maximum of the m,. Choose py with m,,—m, and let -,fm be 
elements of B whose Jacobian matrix at p) has rank m. Let V be the set of 
points in M where the Jacobian matrix of these functions has rank m, i.e., 
where these functions are part of a coordinate set of functions. Thus V is 
open in M. 

The level sets of B have dimension d—~m at each point of V. Hither 
the level sets of 9’U B have dimension d—=m at each point of V (case I) or 
there exists gy in & such that the Jacobian matrix of f1,- - +, fm, go has rank 
m -+-1 at some point of V (case 1). In case 1, let W be the set of all points 
in M where the Jacobian matrix of f,,° - -,fm, Jo has rank m-+1. In case I, 
either the Jacobian matrix of f;,- - -,fm, i has rank m at every point of V 
(case 3) or has rank m-+1 at some point of V (case 2). In case 3 define 
W=V. In case 2 let W consist of those points of M at which the Jacobian 
matrix of f,,- - -,fm, 4 has rank m-+1. Thus we see that in all three cases 
W is a non-void open subset of J/ and J/ — W is an analytic subset of 7. Thus 
M —W is the union of a countable family {1/.} of disjoint submanifolds of 
M. The dimension da of Mg is less than d. Let the partially analytic space Ka 
consist of the Hausdorff space K with the single structure manifold Ma and 
with the set of analytic functions Y. Let Pe consist of all points p in Ma 
such that 9{U BU {h} has dimension at least 1 over B at the point p on the 
manifold Ma. Since da<d, it follows from the induction hypothesis that 
the set Gq of all g in & such that BU {h-+ g} has dimension at least 1 over 
B on the manifold Me at all points of Pa has the property that 9 — Ge is of 
the first category in %. 

Consider now case 1. For each point p in W, let U, be a coordinate 
neighborhood of p for some coordinate set of functions containing the functions 
fis* * ‘> fm; Joe Since the topology of M has a countable base, a countable 
family {U;} of the U, covers VM. From Lemma 1 it follows that 9 — G; is of 
first category in %, where G; consists of all g in % such that the level sets of 
fis’ fms g +h on U; have dimension at most d—m—1. Define 


H = Ga) U G;)}. 


In cases 2 and 3, define 


H | —6,). 


Thus, in any case, H is of first category in %. We shall complete the proof 
by showing that %—G CH. To this end, consider g in %—G. Thus there 
exists p in P such that the dimension of BU {g-+h} at p equals the dimen- 


sion of B at p. Let D, HL, and F respectively be the level sets of B, of 
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BU {g+h}, and of 4UBU{h} which contain p. Let their respective 
dimensions at p be A, p, and Thus Since pe P, we have v< A. 
Let O, be a neighborhood of p such that DN 0,, HM 0,, and FN O, have 
dimensions A, », and y respectively. Since the level set FN O, of YU BU {h} 
on O, which contains p has dimension y, there exists a neighborhood O C 0, 
of p such that every level set of 9’U BU {h} on O has dimension at most 
y (see [5], Exp. XIV). Now for each a the set MON Ma 1s a countable 
union of compact sets; so is the sect HNONMW. Also, #MO is the union 
of ENON Wand the sets HN OM My. By a standard theorem of dimension 
theory (see [7], p. 30), it follows that A=dim(#1MQ) is the maximum of 
the dimensions of and the sets Me. Thus 


dim(ENONQ) =a, 


where Q is either W or one of the sets Ma. Thus there exists a point po 
in 2MOMQ such that the dimension of 1 MQ at p) is A. By the choice 
of O, the dimension at p> of the level set Fy of XABN {h} containing po 
is at most v. Also, the dimension of the level set DO Q of B at po on Q is 
at least A, since it contains the set which has dimension A at 9; 
on the other hand, the dimension of DM Q at po is at most » =A, and therefore 


this dimension equals X. 


Consider first the case in which Q = Jaq for some a. Since v<A the 
dimension of Fy 1 Ma at po is less than the dimension of DN Q=DN Ma 
at po; therefore pyo€ Pe. Also the dimension of DM Ma at po is X and the 
dimension of HM Mag at po is X. By the definition of Ga, it follows that 
g€X—Ga. Thus H. 

It remains to consider the case Q = W and to show that g¢€ H in this 
case also. To do this, cases 1, 2, and 3 must be considered separately. Consider 
first case 1. Let U; be one of the sets of the family {U;} which contains po. 
By the choice of f:,- - -,fm any function f in B must be constant on each 
component of each level set of these functions on W: otherwise, there would 
exist f in B such that the Jacobian of f1,- - -, fm, f with respect to a coordinate 
set of functions would be of rank m-+1 at some point of W. Thus the 
dimension A at po of the level set DO Q=DnN W of B equals d—m. Since 
also A is the dimension of the level set FA W=HN Q of BU {g +h} at po, 
it follows that g¢ Thus H. 

Next consider case 2. Since the function g in % is locally constant on 
the level sets in W of the coordinate functions f,,- - -,fm, the level sets of 
fis' * +5fms g-++h on W are locally the same as those of the functions 
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fis* * *> fm, 2 and therefore have dimension d—m—1. Thus the dimensions 
at po of the level sets of B and BU {g +h} are d—m and d—m—1 respec- 
tively. This contradicts the fact, derived above, that both these dimensions 
are A. Thus case 2 does not arise. 

Next consider case 3. In this case it is clear that locally the level sets 
of B, BU {g +h}, and UU B U {h} are the same as the level sets of f1,---, fin. 
This contradicts the fact that the level sets of B and %U BU {h} containing 
Po have respective dimensions A and vy <X at po. Thus case 3 also does not 
arise. This completes the proof of Lemma 2. 


Definition 4 (by induction). Let X be the Cartesian product of complete 
metric spaces X,,---,Xn. If n—1, then F CX is said to be of third 
category if it is of first category. If n>1, then F is said to be of third 
category if the set of all points p in X; for which the set of 
points g in X, such that (p,q) € X is not of first category is of third category. 

It is clear that a countable union of sets of third category is of third 
category, and that the complement of a set of third category is dense. 


THEorREM 1. Let K be a partially analytic space. For each a, let By 
be a subset of A(Ma) and let h'a,- + -,h*« be elements of A(Ma), where k 
is a fixed positive integer. Let Piz, 1StSk, consist of all p in My such 
that the dimension on the manifold Ma of UU BaU {h*e,- + +, h*a} over Ba 
at p is at least i. Let G be the set of all g=(g1,- - -,gx) im *M such that 
for each a, each 1, and each p in Pte we have 


(*) The dimension on the manifold My at p of 


BaV {gi +, 9% + h*a} 
over By is at least 1. 


Then *{—G ts of third category in the k-fold cartesian product *% of % 
with itself. 


Proof. We show by induction on k that the theorem is true for all 
positive integers k. We assume that the theorem is true for all values of k 
smaller than the one being considered. The proof of the theorem when k=1 
is the same as the proof of the general inductive step, and so need not be con- 
sidered separately. Having fixed k, let f,,- - -,f; be any elements of 2. Let 
Qe, 1Si=k—1, be the set of all p in My such that the dimension on the 
manifold of Ba U {hta,: +, h* a} over Ba at pisi. By the induction 
hypothesis, the set Gy of all +, 9x-1) such that for each a, each 
(1=1=k—1), and each p in Q‘, the dimension on the manifold Me at p 


or VG 
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of BU {gi + hie * +5 9x-1+h**a} over Ba is at least 1 has the property 
that *19 — G, is of third category. Fix some (91,° * *;9x-+1) In Go. Let Qe 
be the set of points p in M, for which the dimension at p of 


Si: = WU BaV + grat U {h*a} 
over 


is at least 1. By Lemma 2, the set Z of g, in 2% such that for each « and 
each p in Qa the dimension at p of BaU {gi gx+h*a} over 
{gir + 9x1 + is at least 1 has a complement of first 
category. We first show that g = (g1,° *,gx) is in for each gra 
in G) and each g, in Z. Afterward, we show that this implies that "{{— G is 
of third category. 

We therefore now prove that g¢€ G. Consider a point p in some P%q. 
Let A be the dimension at p of 


T,=M4U Ba U {hia,° . >, 


and that of Ba, so that A—y=1 because p€ Let v be the dimension 


at p of 
is — U U {h'a, h*-*,}. 


Then either Av or A=v-+1 (see [10], p. 43), since 7’, contains one more 
function than 7... Consider first the case yA andi<k. Then v—p=z1, 
so that p€ Q‘a. Therefore the dimension at p of {91+ 9x1 
+ h*1,} over By is at least 1. Therefore g satisfies (*) at the point p. 

Next consider the case in which either y—A—1 or 1—k. Thus 
v—p=t—1, so that pe if 1. 

Therefore the dimension at p of BaU {gi +h'a,* over 
Bq is at least i—1; this clearly also holds if +1. Thus to show that g 
satisfies (*) at the point p it is enough to show that the dimension at p of 
BaU {91 + gx +h*a} over BaU {git hia? is at 
least 1. Therefore it is enough to show that p€ Qa, or that the dimension 
of 8S; over S, is at least 1 at p. Consider first the case v=A—1. Now the 
level sets of S, and S,U 9% are the same as the level sets of T, and T, 
respectively, because g1,° * *,9x-1 are in 9. Thus the dimension at p of 8S; 
over Sy is at least A—v—1, so that p€ Qa and g therefore satisfies (*) at 
the point p. Consider next the caseeA=vandi=k. ThenAZ=y~+i—yp+h, 
and as above we see that A is the dimension of S, at p. Since S,. contains 
i —1 more functions than Be and since By has dimension p at p, the dimension 


j 
, 
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of S, at p is at most »+ (k—1). Therefore the dimension of S; over §, 
at p is at least p+k—(u+h—1)=—1. Thus p€ Qe so that g satisfies 
condition (*) at the point p in this case and therefore in all cases. It follows 
that (91,° € G. 

To see now that *9{—G is of third category in *%, note that *9— G, 


is of third category in **% and for each (g1,° +, gx-1) in Gp the set of 
in with in *{—G is a subset of —Z and therefore of first 


category in %f. Therefore *{{—G is of third category, as was to be proved. 


3. Analytic polyhedra and weak holomorphic convexity. In this 
section we investigate mappings of a d-dimensional partially analytic space 
into C4, Theorem 1 of the last section of course has applications to such 
mappings, but the purpose of this section is to obtain stronger results, under 
the assumption that K has certain analytic convexity properties. The basic 
notion is that of an analytic polyhedron. 


Definition 5. A subset L of a partially analytic space K is called central 
if it is the union of some subfamily of the family of structure manifolds of K 
and if each component of an open set in L is open. Let (f,,: * +,fn) be 
functions in 9 and let LZ be a central subset of K. Define 


Po={p: pe L,|fi(p)| <1,1SiSn}. 


Let P be a union of certain components of Py. If the closure P of P isa 
compact subset of LZ, then P is called an analytic polyhedron defined by the 
functions (f1,° - -,fn), and L is called the frame of P. The dimension of P 
is the maximum of the dimensions of {{ on the manifolds MWaM P for My, C L. 
P is called reduced if n=dimP; otherwise U is called unreduced. An 
unreduced analytic polyhedron P is called prepared if for each structure 
manifold WM, of K which is a subset of Z and intersects P the set 
has dimension 0 on the manifold MaN PN {p: fi(p) #0} over the set 
{fo(f:)7,° Bdry P denotes the boundary of P when P is 
considered as a subset of its frame L. 

Note that an analytic polyhedron P is an open subset of its frame L, 
since each component of the open set Py in L is open in L. Therefore 
bdry P= P—P. 


Lemma 3. If P is an analytic polyhedron defined by +. fn. then for 
each p in bdry P there exists k, 1 SkSn, with | f.(p)| =1. 


Proof. Let P,) be defined as above. Assume the lemma is not true. 
Then | fi(p)| <1, 1SiSn, so that p€ Po. Since P is both open and closed 
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in Py, and since p€ bdryP C P, it follows that p¢ P. This contradiction 
shows that the lemma is true. 


THEOREM 2. Let K be a partially analytic space and let f,,- - -,fn be 
functions in X defining an analytic polyhedron P with frame L. Let S bea 
compact subset of P and r>1 a constant such that 


For each positive integer N let Q be the union of those components of 
Qo= {pipe L, | (rfi(p))* | <1, | (rfi(p))% — (hi (p) )* | < 1,2 
which contain points of S. Let R be the union of those components of 
Ro = {p: p€ L, | (rfi(p) | <1,2 


which contain points of S. If N is sufficiently large, then Q is an analytic 
polyhedron with frame L and SCQCP. If P ts prepared and tf N is 
sufficiently large, then R wis an analytic polyhedron with frame L and 
P. 


Proof. Clearly SC Q and S CR if N is chosen so large that | fi(p)| 
pe 8. Clearly, also, the fact that Q and R are analytic 
polyhedra with frame ZL will follow from the inclusions QC P and F&C P. 
Consider first the general case, so that P need not be prepared. We wish to 
prove CP. Now if p is any point in bdry P, then | f;(p)| 1 for some i. 
If | f:(p)| 7, then by the definition of Q, it is clear that p is not in Q. 
If | f:(p)| <1, then 


| (rfi(p) — (rf: (p) | = 1, 


so that p is not in Q is N is sufficiently large. Thus if N is sufficiently 
large Q does not intersect bdry P. Thus each.component of Q is either a 
subset of P or disjoint from P. Since each component of Q intersects S C P, 
it follows that Q C P, as was to be proved. 

Now assume that P is prepared. We must show that RCP if N is 
sufficiently large. To this end it suffices as above to show that R does not 
intersect bdry P. Assume therefore that (bdryP) MR is non-void for a 
sequence {N,,} of values of where as m—>oo. Choose a constant 
¢ with r1##<c <1 and write 


where 


V={p:|fi(p)| 


— 
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Since (bdry P) N # is non-void, there exists a component G of R—V which 
intersects bdry P. Now G contains a point qo of the boundary (in L) of 
Vo, since otherwise G would be a component of #& containing no points 
of S. Let Tm be the component of 7°, containing go, so that Tm C G. Now 
Tm intersects bdry P, for otherwise 7, would be a component of R—V and 
would therefore equal G, contradicting the fact that G@ contains a point of 
bdry P. For each p in T,, there exists k, 1 SkSn, with | fi(p)| 2c. For 
this value of k we have 


where VN=WN,,. Hence, for p€ Tm, f:(p) #0 and 
| (fe(p) (fa (p) —1| < ((er)¥ < 2(er)-% 


if N—N,, is sufficiently large. Let D,, consist of all complex numbers z 
such that |zV¥—1|<2(er)-%. For z in Dn, 


1—2(cer)X 


so that 
1—2(er) 


or Also, if argz% is chosen between —- and z, then 
|2V¥—1|2=4|argz" |, so that |argz’|=4(cr)-%. There therefore exists 
an integer 7, 0 = 7 N —1, such that 


| = 4N-1(cr)-N < 4(cr)- 


| arg z 


if argz is chosen properly. Thus, if £/ —exp(2xr(—1)4jN-'), we have 


| 
<= 2(cer)-% + 4(cr)-" = 6(cr)-%. 


Therefore D,, is contained in the union of the circular neighborhoods of radii 
6(cr)-% about the N,,-th roots of unity. These neighborhoods are clearly 
disjoint if N,, is sufficiently large. Thus the functions f;(f,)7, 2Sisn, 
each map 7’, into the union of these disjoint neighborhoods. Since TJ» is 
connected, f;(f:)-* maps 7’, into a particular such neighborhood F;. Let 
the corresponding N,,-th root of unity be £»,;. Thus 


| fi(p) (f:(p) — Ema | < 6 (er) Nm 


for all p in T,,. By passing to a subsequence of {N,,} if necessary, we may 
assume that {£m} converges for each 1 to a number {; as m—>o. The 
sequence {7',} of compact subsets of the compact set P may also be assumed 
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to converge to a compact subset 7 of P, in the usual topology for compact 
subsets of a compact space. TJ, is connected because Tm is connected, so that 
T is connected. Clearly T is a closed subset of P. Since 7, contains points 
in bdry P and bdry V, T also contains points in bdry P and bdry V. Also 


fi(p) (f:(p) = & 
for all p in T. Partition T into equivalence classes by defining p=q, for 
p and q in 7, to mean fi(q) —fi(p), 1 Stn. Since T is connected and 
contains points in bdry P and bdry V, since each f; is bounded in absolute 
value by ¢ <1 on bdry V, and since to each point in bdry P there exists f; 
having absolute value 1 at that point, it follows that some f; assumes an 
uncountable number of values on the set 7™P. Therefore there are an 
uncountable number of partition classes of 777 P. Thus there exist an Ma C L 
such that M, intersects an uncountable number of partition classes of 
TOP. Let S be that level set of the functions f.(f,)-*,- - -,fn(f:)“ on 
PA Man {p: f:(p) #0} which contains the set 77M P, so that S contains 
an uncountable number of level sets of f1,- fn on Ma. The locally analytic 
set S in Ma splits into a countable family {S;} of irreducible analytic sets, 
none of which is a subset of the union of the others. There exists hk) such 
that f,,: - -,fn are not all constant on S;,,. Since S;, is irreducible the sets 
of constancy of f,,- - -,fn on S;, are all of dimension less than the dimension 
of S;,. If po is a point in S;, not in any of the other S;,, it follows that the 
dimension on the manifold Mae of f1,: - -,fn over fo(fi1),° fn(f1)7* at po 
is at least 1, contradicting the fact that P is prepared. This completes the 


proof. 

Lemma 4. Let {L;} be a finite family of central subsets of a partially 
analytic space K, and let f:,- - -,fn be functions in XM such that for each j 
there exists an integer y=y(j), 1Sy(j) Sn, such that fi,- - +, fy define 
an analytic polyhedron P; with frame L;. For each 7 let S; be a compact 
subset of P;. Then there exist functions f’;,- + +, f'n in MU such that for each j 
the functions f’,,- - +, f’ define an analytic polyhedron P’; with frame L; with 

such that P’; is unreduced and prepared if P; is unreduced. 
Proof. Choose «> 0 such that 
CPO {p:| fi(p)| < 1-2, 1 StS 
for all values of j. Consider a value of j for which P; is unreduced and let 


Ma be any structure manifold which intersects P; and is a subset of L;. Let 


Nja =P; Mat {p: fi(p) 
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The dimension of 2% on Nja is less than y, since P; is unreduced. Since the 
level sets of 9 are the same as the level sets of 


the dimension of H on Nja is at most y—1. Let G; be the set of all 
(go,* * *;gn) in ™*9 such that for all a the set H has dimension 0 on the 
manifold Nj« over the set 


and let G={)G;. By Theorem 1, with Ba the void set, ""*%— G; is of third 
category in n-2Qf, Thus the set 
— G = U — G;) 
is of third category in "“*9, where the union is taken over all 7 for which P; 
is unreduced. Thus there exists (g2,- --,9n) in G@ such that for all 7 we 


gi(p)|<«€ whenever and pé P;, whether or not P; is 
unreduced. Define 


fi= (1—e)* + fil, 


and f’, —f,. Since the level sets of 9{ are the same as the level sets of H, 
we see by the above that 9{ has dimension 0 over the set 


fy 7} = (L—e) 7D 


on the manifolds Nj for each j for which P; is unreduced. For each j let 


have 


P’; be the union of those components of 
{p: pe Lj, | fi(p)| <1,1 StS y(j)} 
which intersect S;. For each p in S; and for 2=iy, we have 


fi(p) S 1—e)*[e| fi(p)| fi(p) |] S +6) (1— 2) <1. 


Clearly also | f’:(p)| <1 for p in S;. Therefore 8; C P”; and hence S; C P’j. 
Consider now p in bdry P;. By Lemma 3, | fi(p)| 1 for some i, 1 SiSy. 
If i—1, then clearly p is not in P’;. If 2SiSy, then 


| = 7 | —| | |] 2 9) — 2) = 1, 


so that p¢ P’; in this case also. Thus P’; does not intersect bdry P;. Since 
each component of P’; contains a point of 8; C P;, it follows that P’; C Pj. 
Thus P’; is an analytic polyhedron with frame defined by 
If P; is unreduced then P’; is also unreduced since P’; C P; implies dim P’; 
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<dim P;; P’; is also prepared since we have seen that { has dimension 0 over 
75° on each of the manifolds 


Nye D {p: f'x(p) £0) 
This completes the proof. 


THEOREM 3. Let {L;} be a finite family of central subsets of the 
partially analytic space K. Let the functions f,,- - -,fn im MU define for each 
jan analytic polyhedron P; with frame L;. Let y=y(j) =min{n, dim P;}. 
Let S; be a compact subset of P;. Then there exist functions f’,,- > +, f'n 
in M such that for each 7 the functions f’,,- - -,f’, define an analytic poly- 
hedron P’; with frame L; such that 8; C P’; C Pj. 


Proof. Let T be the class of all positive integers m such that there 
exist in such that for each j the functions h,,- - -,hs define 
an analytic polyhedron Q; with frame L; with S; C Q; C P;, where 8=8(7) 
=max{y(j),m}. Clearly the set 7 is non-void, since by hypothesis n€ 7’. 
Clearly also the lemma will be proved if it is shown that 1€ T. To this end, 
assume 1¢ 7. Let m be the least integer in T, and choose h,,- - -, A» as above. 
We will prove that m—1€ T and thus obtain a contradiction. The polyhedra 
Q; with y(j) < m are unreduced, since dim Q; = dim P;—y(j). Therefore, 
by applying Lemma 4, we may assume that the polyhedra Q; with y(j) << _m 
are prepared. Let > 1 be such that | hi(p)| <<r?, 1SiSy(j), pe Sj, for 
all values of 7. We define 


h’, = — (rh), 


wie — (rh,)¥, 
h' = (rh,)%, 


= (rhn)N — (rhy)%. 


If N is sufficiently large it follows from Theorem 2 that h’;,- - -,h’g define 
an analytic polyhedron Q’; with frame L; such that S; C Q’; C Q; C Pj, where 
2=max{y(j),m—1}. This shows that m—1€ 7. From this contradiction 
we conclude that 1€ 7’, as was to be proved. 


Definition 6. A partially analytic space K is called weakly holomor- 


9 
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phically convex if it is the union of its structure manifolds and if for each 
compact S C K each component of the set 


pK, |f(p)|Smaxgeg|f(q)|, all f in 
is compact. 


Definition 7. A continuous mapping ¢ of a topological space T, into a 
topological space JT, is almost proper if each component of ¢7(8) is compact 
for each compact subset S of 72. 


TueEoreM 4. Let {Lj} be a finite family of closed central subsets of a 
weakly holomorphically convex partially analytic space K. Let the dimensions 
of M on the structure manifolds of K be bounded and have the maximum 
value n. Let y=y(j) be the maximum of the dimensions of % on the 
structure manifolds of K which are subsets of L;. Then the set of elements 
f= m such that for each j the mapping 


fi: p> (filp),* fr(p)) 
of L; into CY is almost proper is dense in "2%. 


Proof. It is permissible to assume that L;—K. Let {S;} be a sequence 
of compact sets whose union is K with S; C interior S;,,. Let 7; be an open 
set containing S; whose closure is compact and whose boundary does not 
intersect §; For each point p in bdry 7;, there exists h in Mf with 


| h(p)| >1> maxes, | 2(q)|- 


By the compactness of bdry T;, there therefore exist a finite number h,,- + +, hn 
of functions in such that | h;.(q)| <1 for g in and and such 
that | 2;.(p)| >1 for at least one & if pe bdry T;. If we let Q be the union 
of those components of 


o={p: pe K,|hi(p)| <1,1St=m} 


which intersect S;, it follows that Q is an analytic polyhedron with frame K 
and Q. Thus is an analytic polyhedron with frame L,, defined 
by the functions -,hm, and 8;N QNL;. It follows from Theorem 
3 that there exist g‘,,---,g‘, in %& such that for each j the functions 
*,g', define an analytic polyhedron Q;; with frame such that 
8S, L; C Qi. Tf we construct the Qi; by induction on i, we may assume, 
by increasing the size of S;,,; if necessary, that L) Qi; C Sins. Let 


j 
be given functions in %f. We show that if the complex constants {a;} and the 


ct 
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positive integers {t;} are chosen properly then the functions f;, defined by the 
series 
Di + Ax, 1SkSn, 
have the required properties and that f;, is arbitrarily close to A; in Y. 
To this end, write 
=D + Ax, 
i=1 


Let m, be an arbitrary positive integer. Choose a,,: - *,@m, to be zero and 
t1,° * *, tm, to be 1. We now give the rules for choosing a» and t,, assuming 
that the previous a; and ¢; have been chosen. Choose 


| am | > max{| f".(p)|: LSkSy(j), p€ bdry all 7} + m +1. 
Then choose ¢,, so large that 


max{| 
This can be done since for s << m we have 


so that | g(p)| <1 for p€ Qs; and kSy(j). The sequences {dm} and {tm} 
having been chosen in this way, we show first that the series defining the 
functions f;, converge uniformly on compact subsets of K, so that f, is well- 
defined and belongs to %. It is clearly sufficient to consider the compact sets 
Qs: > Ss Now | for m>-s and p in so that the 
series for f, converges uniformly on Qs:. Therefore f,€ 2%. To see that the 
mapping fi is almost proper, consider a compact set H C C%. It is clearly 


sufficient to assume that 


for some «> 0. Let be any component of (f/)-*(JZ). Choose such that 
[' Qi; is non-void. Choose a positive integer m larger than a, 1, and mo. 
Then | for some k, 1 SkSy(j), if pe bdry Qnj. Therefore 


|= | fe (p) + > dr (p) )** + Am(g™x(p) | 


r=m+1 
= |am|—| (p) | | | =m+1— «4. 
r=m+1 r=m+1 


Thus we see that (f/)-!(H) does not intersect bdry Qmj;. We therefore have 
CC Qn; Thus T is a closed subset of the compact set Qm;. Therefore T is 


ch 
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compact. It follows that fi is almost proper, as was to be proved. It is also 
clear that f; can be made arbitrarily close to A; by taking m, sufficiently large. 


4. Special analytic polyhedra and integration. In order to study the 
local properties of an analytic ployhedron, it is helpful to impose certain 
restrictions. 


Definition 8. A reduced analytic polyhedron P in a partially analytic 
space K with frame L defined by functions fi, .- -,fn in % will be called 
special if the level sets of f,- - -,f, on P are countable and if the set A of 
all a such that Mag C L, Ma intersects P, and dim Mag—~n has the property 
that ( U Ma) NM P is dense in P and that Ma P is open in L for each g@ in A. 


It is clear that each component of a special analytic polyhedron is a 
special analytic ployhedron. 


Definition 9. If X is a topological space we define ;1’, called the k-fold 
unordered product of X with itself, to be the set of all unordered k-tuples 
of elements of X. The natural map of the k-fold Cartesian product *X of X 
with itself into,XY is denoted by Qx, or O*yx if k& is not clear from the context. 
A set in ,X is defined to be open if and only if its inverse image under the 
map Qy is an open set in *X. 

It is clear that ,X is Hausdorff if Y is Hausdorff and compact if X is 


compact. 


TuHrorEeM 5. Let P be a special analytic polyhedron with frame L in 
a partially analytic space K defined by the functions -,fn mW. Let 
be the subset of C” consisting of points whose coordinates are less than 1 in 
absolute value, and let f be the map 


p— (filp),* fn(p)) 


of P into E". For each « in A let M%, be the subset of Mg consisting of all 

points in P at which +, fn) ts @ coordinate set of functions. Then 

the set M, = |) M,* is dense in P and H =f(P—M,) 1s closed and nowhere 


dense in EB", There exists an integer \=1, called the multiplicity of P, such 
that for each z in E*—H there exist exactly X distinct points p in M, with 
f(p) =z. The map o from E"—H into )P which takes z into the unordered 
d-tuple of such points can be uniquely extended to a continuous map w of E" 
into )P. The set P has only a finite number of components. 


Proof. If «€ A the set M,.*=(MagNP)—M,* is a locally analytic 
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subset of Ma, since locally it is given by the vanishing of a certain Jacobian. 
Also M.*4 P because would imply that locally one of 
the functions f,,- * *,fn depends on the others, contradicting the fact that 
the level sets of f= fn) on MaMP are countable. Thus is 
the union of a finite family {N%g} of analytic submanifolds of Ma, with 


dim < dim Since is clearly dense in My and U Ma is dense 
aeA 


in P, M, is dense in P. Now each N%g is a countable union of closed sets, 
as is each MaNP, a¢ A. Thus f(N%), a€ A, and f(MaNP), ag A are 
countable unions of closed sets of topological dimensions = 2n — 2, since the 
analytic image of a closed set of dimensions =2n—2 is of dimension 
<2n—2. It follows that real dimH=2n—2. Therefore #"—H is 
connected (see [7] for these theorems). Since f(/,) is of real dimension 2n, 
—# is non-void. 

For each 2 in #"—H let I(z) be the number of points p in M, with 
f(p) =z. IfI(z) were not finite, the set of such points p would have a limit 
point po in P. Actually po is in P, since f(po) € H” implies by Lemma 3 
that p) is not in bdry P. If po€ Ma for some «€ A, the fact that Ma P is 
open in P implies that the level set of f on Ma containing pp also contains the 
points p which are sufficiently near to po. Thus this level set has po as a 
limit point and is therefore not 0-dimensional; it is therefore uncountable, 
contradicting the fact that P is a special analytic polyhedron. Thus p, is 
not in M, C J) Mg. Also po is not in P—M, since z is not in H. Thus po 


aeA 
is not in P at all. This contradiction shows that J(z) is finite. For each 
positive integer y let 


T, = {2: #"—H,I(z) Z¥}. 


If z,€ there are distinct points +, p+ in MW, with f(p;) =2%. Choose 
in A with M,%. For each 1, 11S y, the functions f,,-- are a 
coordinate set at p; on the manifold M,*:. There therefore exist coordinate 
neighborhoods U,,- - -,U. of these points. Thus f(U;) is a neighborhood V; 
of 2) in and if z€ Vi, there exists in U;, 1SiSy, with f(qi) ==. 
It follows that J(z) 2y. Thus 7, is an open set in LH" —H. 

To see that 7, is closed in H"—H, consider z in TyN (E"—H). 
Let {z;} be a sequence of points in converging to 2. Let p'j,: be 
distinct points in M, with f(pi;) =z; We may assume that for each i, 
1=iSy, the sequence {p‘;} converges to a point pi in P. Clearly f(p‘) = 2, 
so as above we have p'€ P. Since —H, p'€ M,. If the points p’, 
1SiSy, are not distinct, for instance if p' = p?, then p'; and p?; are distinct 
points which are arbitrarily near to p! at which f assumes the same values. 
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Thus f is not one-to-one on any neighborhood of p*, contradicting the fact 
that p'€ M,. Thus the points p‘, 1=iSy, are distinct. Therefore z€ T,. 
Thus 7’, is both open and closed in EL” —H. Since £"—H is connected it 
follows that either T., is void or T, = H"—H. Now T, is certainly void for 
some integer y; take y larger than J(z) for some z in E"—H. Let A be the 
greatest integer such that 7) is not void. It is clear that J(z) =X for all 
z, since 7, = E"—H. If I(z) >A for some z, then T),, is non-void, contra- 
dicting the choice of A. Therefore J(z) =A for all zin #"—H. This integer 
d is called the multiplicity of the analytic polyhedron P. 
To see that H is closed in H”, for each r < 1 let 


Pp=PN {p:|fi(p)| << 7,1 StS}. 


Now M, is open in P since each M,* is open in P. Thus P,— M, is compact. 
Therefore f(P,— M,) is closed in But 


It follows that H = f(P—M,) is closed in E". 

It remains to show that » is continuous on £"—H and to extend o 
continuously to £". The extension of » will perforce be unique because 
E" —H is dense in £". To see that » is continuous on L"— H, let {2} be a 
sequence of points in #”—H converging to a point z in H"—H. Let w(zi) 
be the unordered A-tuple {p‘,,- -,p*,} in and let w(z) be -, py}. 
If » is not continuous on L"— H, the sequence {z;} and the point z) can be 
chosen so that w(z) converges to a point »A~w(Z) in ,)P. As above we see 
that » consists of A distinct points p in M, with f(p)—2. Therefore 
»=w/(%), a contradiction, proving that » is continuous on #”— H. 

To show that w can be extended continuously to £” it is enough, since 
,P is metrizable, to show that » has a continuous extension to (#"— H) U {z} 
for each z, in H. To do this, let p:,- + -, px be all points in P with f(pi) =%, 


so that actually pp€ Let Ui,- -,U; be disjoint neighborhoods 
of p1,° - *, px respectively. Assume that there exists a sequence {z;} of points 


converging to z such that for each 7 there exists a point g; in P—U;, 
—-:--:—U,, with f(qi) =2%. Then any limit point qg of the sequence {q;} 
has the property that f(q) =z and g¢ P—U,—---—U,. This contra- 
diction shows that the seqeunce {z;} does not exist. Therefore 


f2(V) NP 


if V is a small enough neighborhood of z). Since V is open in £” and real 
dim H = 2n — 2, the set V — H is connected. For each z in V —H let 8;(z), 
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1<ix<k, be the number of elements in the set o(z) NU;=f?(z) N Ui. 
Since w is continuous on LE” — H, 8; is continuous. Since V —4H is connected, 
is therefore constant on V—H. Clearly }8;—A. Define w(z) € to 
consist of the points -, px With the respective multiplicities -, 
This choice is clearly independent of the neighborhood V, and the extension 
of w so defined to (H"— HZ) U {2 } is clearly continuous at 2p. 

To see finally that P has a finite number of components, note that each 
component of P is itself a special analytic polyhedron, and therefore by the 
analysis just given contains a point p with f(p) 0. Since by the analysis 
just given P contains only A such points p, it follows that actually P has at 


most A components. 


Lemma 5. Let P bea special analytic polyhedron in a partially analytic 
space K defined by functions f,,:--,fn. Let s be a function on CO which 
isa symmetric polynomial in the variables (21,- + +, 2) and let § be the unique 
continuous function on (where C is the complex plane) such that 5° Ox =s. 
Let g be a continuous function on P. Let yg be the continuous function 
on which takes the unordered d-tuple imto the point 
{g(pi)5° *59(pr)} im C. Let Then g is a continuous func- 
tion on E” which is analytic on E” if g ts analytic on Ma P for each a in A. 


Proof. Since g is continuous yg is continuous. Therefore 7 =5°,g°w 
is continuous. Assume that g is analytic on each Ma P for a€ A. Consider 
any point z in H"—H. There exists a neighborhood U of z such that 
f1(U) OP is the union of disjoint neighborhoods U;,- - -,U) of the points 
of w(p). We may assume that each U; lies in some Mg, «€ A, and that U; is 
mapped homeomorphically onto U by f. This makes it clear that g is analytic 
at z Thus g is analytic on H”—H. To show that g is analytic on 1”, 
we need only show that g is analytic on all one-dimensional coordinate planes. 
As typical of such coordinate planes, consider the planes 


Where ¢ is a point of #"-*, Let G consist of all c in L" such that HN L, 
is countable. Since g is continuous on //” and analytic on H"—H, @ is 
analytic on L, for each ¢ in G. Clearly, then, g is analytic on LZ, for all c 
in G. Thus we need only show that GE". To do this we shall show that 
__ @ is of first category in 

Let {U;.} be a countable basis for the open sets in Et. Let {J5} be the 
lamily consisting of the manifolds Ma P, a¢ A, and N%g, «€ A, where the 
NV“ are defined as in Theorem 5. Thus H C Uf(Js). For each 8 let {Gs,} 
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be a countable family of open sets in Js which have compact closures in J; 


and which cover Js. Then 


HC Uf (Gey). 


For each 8, each y, and each positive integer k let 
= {c: c€ {c} X Ux C f (Gey) }. 


The set F's5,x is closed because U; and f(Gs,) are closed. Also F'5,;, has no 
interior points, since otherwise f(Gs,) would have an interior point in L”, 
contradicting the fact that real dim f(G@s5,) S 2n — 2. 


It follows that Y = ) Fsyx is of first category in #"-*. To complete the 
proof we show that #™*—GCY. Consider c€ H™*—G. There exists (75, 


such that f(Gsy) NL. is uncountable. Thus f, assumes an uncountable 


number of distinct values on the analytic subset 
S = G5, f* (Le) 


of It follows that f,(S) contains some open set in 21, so that Ux C fn (S) 
for some k. Thus {c} K U; C f(Gs,), so that c€ Fsy,. Thus #"?—G@ CY, 
as was to be proved. 

Definition 10. Let K be a partially analytic space and P a special 
analytic polyhedron in P defined by the functions f,,- --,f,. For0<r<1 
let 

P,=PN {p:|fi(p)| << 7,1 StS}. 


Let B- =P, {p:| fi(p)| =7,1SisSn}. Let 

Em, mm {(23,° * 
and V,—f(B,)C bdry #”,. Let s be the function on C defined by 
$(41,° If g is a continuous function on P, define 
g as in Lemma 5, so that 


where w(z) = {pi,* * *,py}. Thus g is continuous and is analytic if g is 
analytic on each MagN P, a€ A. 
Now the linear functional 


Vr 


is a continuous linear functional in the uniform norm on the space of all 
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continuous functions g on B,. It follows by the Riesz representation theorem 
for such linear functionals that there exists a unique finite complex-valued 
Borel measure » on B, such that 


for all continuous functions g on B,. The measure dy is written df,: - - dfn. 
We now give an integral formula for special analytic polyhedra which, 
while trivial, is fundamental. 
TuroreM 6. Under the conditions of Definition 10, if g ts an analytic 
function on Ma P for each a€ A and if q€ P,, then 


=9(f(q))- 

Proof. Write Lfn—fn(q)]*. The proof depends 
on computing h, which is defined on V, because h is continuous on B,. Con- 
sider z in V, and let w(z) = {pi,: pn}. Since fi(p;) for all 7, where 
g== *,%,), it follows that 


We therefore have 
Ve 


Since (f:(q¢),° - *,fn(q)) € #", it follows from the n-times iteration of the 
Cauchy integral formula that this quantity is just 7(f(q)), as was to be 
proved. 

The integral formula of Theorem 6 is apparently only good for repre- 
senting functions which have equal values at points of P mapping into the 
same point of #”". That this is not the case is shown by the following 
theorem. 


THEOREM 7. With the notation of Lemma 5 and Theorem 6, let w be 
any analytic function on P (continuous on P and analytic on Mg P for each 
a€A). Let w be the function on P X P defined by 


w (p,q) = [w(p2) -[w(pr) — ], 
where w(f(p)) pr}. Then w is continuous on P XP and 
analytic in q for each value of p and analytic in p for each value of g. If w 
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is in U, then w(p,q) ts in M when considered as a function of q for each fixed 
pin P. For each function g analytic on P and each q in P, 


= 0(9)9(q); 
where the function w(q) =w(q,q) 1s analytic on P. 


Proof. Clearly 
A-1 
(p,q) = + ai(p) 
where a;(p) is the A—1—1-th elementary symmetric function of 


{w(p2),° *,W(pa)}. 


Since p— {po,* + +, px} is a continuous map of P into »_,P, iv follows that 
the a; are continuous functions on P. Thus w is continuous on PX P. 
Clearly w is analytic in g for each fixed p and w(p,q) € & for each fixed p 
if wé€ M. To show that w is analytic in p, it is enough to show that the 
elementary symmetric functions of {w(pz2),--+,w(pr)} are analytic as 
functions of p. It is a consequence of Lemma 5 that the elementary symmetric 
functions of {w(p.),° + *,w(p,)} are analytic as functions of p. Now each 
elementary symmetric function of {w(pz),---+,w(p,)} is a linear com- 
bination of an elementary symmetric function of {w(p.),- -,w(p,)} and 
the product of w(pi)—w(p) by an elementary symmetric function of 
{w(p2),° - *,w(pr)} of lower order. Thus it follows by induction that the 
a; are analytic functions of p. 
By Theorem 6, 


where / is the function on P defined by 


h(p) =9(p)w(p, 
By Definition 10, 


h(z) =h(pr) +: > +h(py) 
Thus to compute h(f(q)) we replace {p:,- -, py} by Q,}, obtaining 


h(f(q)) +: 9( qr) 
= 9(q) (4.9) =9 (9) 
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since gq. =q and w(qi,q) =0 for 2=1=d. Since h is analytic on P, h is 
analytic on E”, so that hof gw is analytic on P. Taking g =1 it follows 
that w is analytic on P. 

5. Mappings into higher dimensional spaces. The following lemma 
continues the study of special analytic polyhedra. 

Lemma 6. Let P be a special analytic polyhedron in a partially analytic 
space K defined by functions f,,- --,fn in U. Let 

Pr=PN {p:| fi(p)| <4 1SiSn} 
forO<r<l. Let U, be the uniform closure of M on P,, so that M, is a 
Banach algebra in the uniform norm. If o ws any bounded multiplicative 
linear functional on Y,, then there exists a point po in P, such that.. 
o(g) = 9 (po), all g in 

If in addition 1€ YU, and M, separates points of P,, there exists a function ¢ 
in M, which has the value 1 on any open and closed set in P, and the value 0 


on its complement. 
Proof. Since o is bounded, | o(fi)| Sr forl1Sisn. Thus 
(o(fr),* +,0(fn)) € 


We wish to show that there exists p, in P, with f(po) = 2% and o(g) = g(po) 
for all g in 2. Assume that this is not the case. Then there exists g; in W 
with gi(p%:) ~o(gi) for each p% in w(z) = {p%s,° p°,}. There therefore 
exists a linear combination of such that go(p°:) ~o(go), 1 
For each z in #” and each 71 with 1 write 


8; (2) (—1)*9o(pi)* * 


where {pi,° *,p,}==(z) and where j;,- - runs over all combinations 
of the integers 1,- + -,A taken i at a time. By Lemma 5, §; is an analytic 


function on BE". If we let 3; = 6,°f, then clearly 


A 
(Jo)* + = 0 
i=1 
identically on P, since 


[go(p) [go(p) = IT (go(p) —go(pi)) =0 


ior all pin P. Since 6; is analytic on #”, it can be uniformly approximated 
on = L£", by polynomials in +, 2,. Therefore 8; can be uniformly 
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approximated on P, by polynomials F in fn. Hence Since o 


is continuous, we have 


o(8:) =o[F(f1,* fn)] =lim +, 0(fn)) 
= lim F(z.) = 8; (20). 


Thus 
0 = fo(&) Lo(go) 
Since are the elementary symmetric functions of 


go(p1),° * *:9o(px), this implies that o(go) =go(p%) for some 7%. This 
contradiction shows that a point p) in P, with the desired property exists. 
Assume now that 1€ %. According to what we have just proved, P, is the 
maximal ideal space of the Banach algebra &,. Therefore according to a 
theorem of Silov-Calderon-Arens, (see [1]), the function ¢ exists. 


TueorREM 8. Let K bea weakly holomorphically convex partially analytic 
space, the maximum of the dimensions of whose structure manifolds is n. 
Let each n-dimensional structure manifold be open and let their union M, 
be dense in K. Let & contain the unit function and separate points of K. 
For each subset T of 2X let each compact component V, of each level set V of 
T on K consist of just one point, which is isolated in V. Let f = (f1,~ fn), 
fi€ M, be an almost proper map of K into C™. Let {S,} be a sequence of 
compact subsets of K, with US;—=K and S;, C interior Sx.1, each of which 
has a finite number of components. Let a, 1Sisn, be positive functions 
of a real variable x, with lim (v1) =o. For r>0 let 


D, = {2: 2€ << a(r), 1 SiSn}. 


For each positive integer k let H;, be the union of those components of f(D) 
which intersect S;. Write 


Gr [f-2(Dx) — H,, 


for k=1. Write Gy=H,. For each non-negative integer k let Ax be any 
function in M and «, <1 a positive real number. Then H;, is compact and 
there exists fn, in M such that 


| —Ax(p)| all p in Gy, k=0,1,2,: °°. 
The map f =f X fasr of K into C"* is proper if 


(#) inf Ax (p)| as 


| 
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If S is a countable subset of M, at each point of which rank f <n and 
rank W==n, fnyr can in addition be chosen to have the property (*) rank 
(fis? * *>fnsx) =1-+ rank f at each point of 8S. The function far can also 
be chosen to have the property (%) of taking distinct values at the points of 
a given countable subset of K. 


Proof. Let Q be any component of f-*(D;). Since Q is a subset of some 
component of f-*(D;), Q@ is compact. Thus Q is an analytic polyhedron with 
frame K defined by multiples of the functions f,,- + -,f,. Since each level 
set of f on Q is closed in Q, and therefore compact, it follows from the hypo- 
theses of the theorem that such level sets are finite. Therefore Q is a special 
analytic polyhedron. For k given, choose j so large that f(S;) C Dj. Thus 
each component of S;, is contained in some Q, so that a finite number of such 
Q cover S;. The union @ of these Q is an analytic polyhedron. Clearly 
Cc Q, so that H; is compact. 

We construct by induction functions go,g:,- - - in % such that for all 
1 

| gx(p)| for p in H; 
and for all k=0 


| go(p) + 9x(p) —Ax(p)| < dex for p in G. 


For this purpose there is no loss of generality in assuming that ez41 < «, for 
all k. Choose go Apo, and assume that go,- *,gx-1 have been chosen with 
the above properties. Let 7 be a real number with k= r<k+1. From the 
compactness of H;.,, it follows that 


Pr = Hua Nf (Dr) 


is an analytic polyhedron with frame K, defined by multiples of the functions 
fist + *sfn. It follows, as above for the analytic polyhedron Q, that P" is a 
special analytic polyhedron. By Theorem 5, P” has only a finite number of 
components. Also by Theorem 5, applied to P’, it is easy to seeifk <Cr<k+1 
that 

His Of? (De) = {p: pé fi(p)| 1 Sisn} 


is the closure of the set P*'=f7(Dz) MN His. Since P* has only a finite 
number of components, the set 


Gi U f* (Dx) 


has only a finite number of components. By the definition of H;, H; is the 
union of certain components of G,U H;,; therefore G, is the union of the 
remaining components of G,U H;. Thus G, and H;, are disjoint closed sets. 


| 
of 
is 
e 
a 
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Since U H;, is the intersection of the nested compact sets P',k <<r<k +1, 
there therefore exists a value of r in the range such that the finite number 
of components of G;,U H;, all belong to separate components of Pr. Then 
G;, belongs to an open and closed set W in Pr and H, belongs to Pr—wW. 
It follows from Lemma 6 that there exists a function r in % which is arbi- 
trarily near to 0 on H, and to 1 on G,. Write 


It is then clear that g; has the desired properties if + is near enough to 0 and 
1 on H;, and G;, respectively. 
Define 


> 
k=0 


This series converges uniformly on H;, since for j=k 
| gi(p)| <62-4™ for p€ Hy, C Hj. 


Now if A is any compact subset of K, there exists j with AC S;. If k>j 
is chosen so large that f(S;) C D,, it follows that A C S; C Hy. Therefore 
the series for f,,, is well-defined and lies in %. For p in G, we have 


<tet+ atisea. 


j=k+1 
Thus the function f,,, satisfies the required inequalities. An obvious modifi- 
cation of the proof yields a function f,,, which in addition has properties 
(*) and (#). 

It remains to show that f X fini —f is proper if the condition (#) is 
satisfied. Consider p in where Fy = X {2: 2€ C1, |2| << hk}. Let 
j be the smallest integer =k such that pe H;. If j >k, then p is in Gj. 
Therefore 

k> | fua(p)| > | 


It follows from condition (#) that this can happen for only a finite number 
of values of j7. Therefore 7-*(F',) is contained in the union of H;, and such Hj. 
Since H; and H;, are compact, this implies that f is proper, as was to be proved. 

The hypothesis in the last theorem, and also in the following theorem, 
that compact components V, of V consist of just one point,, which is isolated 
in V, is in fact unnecessary if K is a complex space. This can be seen from 


k 
j=0 
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results of Stein [11], which states that if f is an analytic mapping of a 
complex space K having the property that the components of the level sets 
of f on K are compact then it is possible to introduce an analytic structure 
into the class K of such components in such a way that the natural map of 
K into K is analytic. However, we will not pursue this question here. 


THeorEM 9. Let K bea weakly holomorphically convex partially analytic 
space, the maximum of the dimensions of whose structure manifolds 1s n. 
Let each n-dimensional structure manifold be open and let their union M, 
be dense in K. Let M contain the unit function and separate points of K. 
For each subset T of 2 let each compact component V, of each level set of V 
on K consist of just one point, which is isolated in V. Let K be the union 
of a sequence S;, of compact sets, each having a finite number of components, 
with S;, C interior Sys. Let M be a particular n-dimensional structure 
manifold of K, such that MU has rank n at each point of M. Let G be the set 
of functions *,fons1) in such that 


(i) f= ts almost proper, 
(ii) f= (fi, proper, 
(iii) the rank of (f1,° - *,fon) at each point of M is n, 
(iv) the functions +, fons.) separate points of M. 
Then G is dense in ?"**9f, 


Proof. By Theorem 4, the elements f in "% which are almost proper are 
dense. Fix such an element f. If V is a level set of f, each component V, 
of V is compact because f is almost proper. It follows from the hypothesis 
of the theorem that V, consists of one point, which is isolated in V. Therefore 
V is countable, so that all level sets of f are countable. For 1 Sin let A% 
consist of all points in M at which rank f <i. Each of these sets is analytic 
in M and C A%,,. Clearly 


dim A°, < dim M —n, 


since f, whose level sets are countable, must have rank n at some point of M. 
We now show inductively, starting with in and working backward, that 
dim A°; <i. Assume therefore that dim A°,,<i+1. Let the analytic set 
A®:,, be written as the union of submanifolds {N**1,} of IM, and let {N***,} 
consist of those V+, of dimension 7. To show dim A°; < 1, it will be sufficient 
to show that A°%; does not contain any of the N‘,. For if this is the case 
the inclusion A‘, C A%;,, implies that A°; is contained in the union of certain 
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proper analytic subsets of the N**1, and of the N**1,, of dimension less than i. 
so that dim <7. To see that A°%, note that f has rank 7 at some 
point of N‘**s, since its level sets are countable and dim N‘**,—1%. This 
completes the proof that dim A®; < 1. 

Let S be a countable dense set in M. For each N‘g, 1=iSn, choose 
a point pig in N‘g at which the rank of f is at least 1—1. Let H be the set 
of all fn. in Mf such that f =f X fnia is proper, such that f has rank i on MV 
at the point p‘g for each 7 and £, and such that fn,, takes distinct values at 
the points of the set f-*(S). By Theorem 8, there exists fn, in H such that 


| fuss (Pp) —A(p)| <e 
for all p in G)—H, where H, is defined as in Theorem 8, where X is any 
function in %, and where e > 0. Since by an appropriate choice of the sequence 
{S;,} and the functions a; of Theorem 8 the set H, can be made to contain 
any compact subset of K, it follows that H is dense in Y. 

We now choose the functions fn.2,° - -, fenss by induction. Assuming that 
fnsis’ * *>fnsx have been chosen, let A*;, 1=1=n, consist of all points in M 
at which f,,- + +, fn4x have rank less than 7. Clearly each A*; is an analytic 
subset of Let B, consist of all points in Jf — A*, which are identified 
with some other point of M by the functions f,,- - -,fnx. Since f is proper, 
the points in K which are identified with a given point p in B, by the functions 
*sfnsx form a compact set By the hypothesis of the theorem it 
follows that L is finite. Let p= p,,- - -,p; be the points of MOL. Let « be 
a small positive number and write 

(fi—filP)), 1SisSn. 
Since f is almost proper g = (91,° * *;9n) is almost proper. Therefore each 
component of g*(#") is an analytic polyhedron defined by g with frame K. 
Let P», be that component of which contains pm, 1S Fora 
fixed m the intersection J,» of the P,,, taken for all values of «, is clearly a 
subset of the countable discrete set f*(f(p)). Since Im is also the intersection 
of the P,,, which are nested connected compact sets, it follows that J, is 
connected. Hence [m= {pm}. It follows that e can be chosen so small that 


+, are disjoint subsets of We can also choose « so small that 

18 one-to-one on P,, since pp = M—A*,. Write 
 1SiSn+h, 

h=(hi,* + +, hnix). It follows by an argument similar to the one just used 


that there exists a neighborhood U C P, of p such that 
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Now Ah maps P,, properly into E" X C*, since P» is an analytic polyhedron 
defined by g = (Ai, + +,An). Let Wmn—=h(Pm). Since h is proper on Pm, 
it follows from a standard result ([9], Satz 23) that W,, is an analytic subset 
of Thus W—=W.U---UW; is analytic. Thus UN h*(W) 
=U B, is an analytic subset of U. Since p was any point in B,, it follows 
that B, is locally analytic. 

We choose the functions by induction to be arbitrarily 
close to given functions in 2% on a given compact subset of K and to have 
the properties 

dim A*; < max {0,1— k}, 
dim B, <<n—k+1. 


We first check that the function f,,, already chosen has these properties. 
Since f has rank i on M at p‘g, it follows that A’, intersects N‘g in a proper 
subset, which therefore has dimension at most i— 2. Since A‘; C A%, it then 
follows as above that dim A4; =i—2. Let p be any point in S—A*,. By the 
choice of fru we see that p¢ B,. Thus B, is a proper analytic subset of the 
manifold M—A1,; it follows that dim B, < n. 

Assume now that f1,: - *,fnsz have been chosen so that the above dimen- 
sion inequalities are true. Write 


Ak, = 
B 
a countable union of submanifolds of M. Write 
B,= U Js, 


a countable union of submanifolds of M. Now if i—k>0, consider N4, 
of dimension 1—%—1, the maximum possible dimension by the induction 
hypothesis. Since A*%_1, (f1,° *,fnsx) have rank at least 1—1 at 
some point p%;, of N8;,. Thus fnsz.1 can be chosen to be arbitrarily close to a 
given function in 2f on a given compact subset of K and to have the property 
that has rank at for each It follows then that 


dim A**?; < max {0,i—k—1}. 


The function fn.x.: can be chosen to have the additional property that each J, 
contains some point p not identified by fn4x.1 with any of the points which 
+s fnsx identify with p. Thus p is not in so that intersects Jg 
in a set of dimension at most (dimJg) —1S (dim B,) —1<n—k. Since 


Bis C B,U A*, C Udg U A*,, 
it follows that 


| 
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dim = max{dim A*,, dim Jg} <n—k=n— (k+1) +1. 


Thus the functions f;,- - -, fens: with the desired properties are dense in ?"*1Yf, 
Now (iii) follows from the fact that 


dim A”, < max {0,n —n} =0, 


so that A”, is void. Finally, (iv) follows from the fact that A"*?, C A”, is 
void and that 


dim By. <n— (n+1) so that B,., is void. 


This completes the proof. 
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PARTITIONS IN CERTAIN ARITHMETIC PROGRESSIONS.* 


By 


Introduction. Let @ = {a,,a.,- - -,a,} be a set of y distinct integers 
satisfying 0<a;< M, (a;,M) =1 (7 =—1,2,: -,v), where M is an integer 
>2. Such a set @ will be called symmetric, if with a also M —a belongs to @. 

For any given nonnegative integer n, one may consider partitions’ of n 
into positive summands whose least positive residues (mod J/) belong to 
di, or in other words, partitions of n into numbers of the form M1-+ a; 
(1=0,1,2,- -; j= 1,2,---,v). In case M is an odd prime, this partition 
problem was treated by E. Grosswald [2], who obtained an asymptotic formula 
for the partition function. 

When @ is symmetric, the special case @ = {a, M—a} (M=8) may be 
regarded as fundamental; in this case the corresponding partition function 
p(n;a,M) has been fully discussed in [5]. 

In the present paper we shall be concerned with another interesting case 
of symmetric sets. Namely we shall treat the partition function associated 
with a symmetric set @ consisting of all integers a for which 0<a<M, 
(a,.) 1; or more simply, the number of partitions of n into those sum- 
mands which are positive and prime to M. This partition function will be 
denoted by pu(n). Applying the method developed in [5] we shall find a 
suitable transformation formula for the generating function of py(n) and 
represent pyu(n) exactly as a convergent infinite series. The same method 
would also be valid for general symmetric sets, though we shall not go so far 
in this research. 

In case M3 or 6, our partition function py(n) is identical with 
p(n;1,M) mentioned above, and in case M2 it reduces to p(n;1,4) (cf. 
L. K. Hua [4], I. Niven [8]). M. Haberzetle [3] has treated the case where 
M is a product of two different primes under the restriction that ¢(M) =0 
(mod 24), (1/7) being the Euler function. This restriction she imposed 


* Received September 7, 1960. 
* By ‘the number of partitions of n’ we mean the number of solutions of 


N = NS, + - 
nonnegative integers n,,.,. Where s,,8,. . . are the given (positive) summands, 
This implies, in particular, that when n = 0 the partition number is 1. 
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on M in order to avoid difficulties arising from the estimation of certain 
exponential sums which occur in the analysis. 
The present paper will deal with py(n) for general values of M, covering 
_ all the previously known results which were obtained in particular cases. We 
may assume, without loss of generality, that M 1s a square-free number. In 
Section 1 we shall develop a transformation theory for the generating function 
Fy (zx) of the partition function py(mn) ; the result is possibly of some interest 
in itself, apart from its application to the partition theory. We shall show, 
among others, that Fy(z) is transformed into Fy(z’) or into Fy *(z’) 
= 1/Fy(z2’)) by taking an appropriate new variable z’. In their treatments 
of the special cases, Niven [8] and Haberzetle [3] have utilized the theory 
of the Dedekind modular function to derive the transformation formula for 
Fy(z). Their method, however, seems to be unfeasible in the general case. 
For our method, on the other hand, it is unnecessary to make any use of the 
theory of modular functions. In Section 2, we shall study a certain sum of 
complicated roots of unity which will be needed in the analysis. This sum 
can be reduced to a generalized Kloosterman sum and consequently a satis- 
factory estimate for the sum will be obtained. In both Sections 1 and 2, 
frequent quotations will be made from [5] so as to establish the desired results. 
In Section 3 we shall obtain a series expansion for py(n) in terms of Bessel 
functions, by using the method of Rademacher [9]. This expansion is valid 
for all nonnegative integers n, except that, in case $(M) =0 (mod 24) and the 
Mobius function »(M) is equal to + 1, we have to assume that n~¢(M) /24. 
The final section is devoted to derivation of asymptotic formulae for py(n) 
for large values of n. The method in this section will be quite analogous 
to that of [5,§4]. We shall give an asymptotic formula in terms of elemen- 
tary functions of m as well as a more precise formula involving a Bessel 
function. 


1. Transformation theory for the generating function. The generating 
function Fy(z) of the partition function py(n) is given by 


Fu(t) = 2 Il 1). 
(1,M)=1 


Our subject in this section is to establish a transformation formula for 
Fy(x) which will exhibit the behavior of Fy(x) in the neighborhood of its 
singularity at each rational point of the unit circle. To this effect, we put 


© = exp (2rth/k — 2xz/k), 


ts 
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where h, k are coprime integers (4 21), and z is a complex variable with 
R(z) > 0. Further, let 


K=L.C.M. of ,M;  D=G.C.D. of 


and put k=k,D, M=m,D. Then we have (m,,k,) =1 and (m,,D)=1 
(the latter follows from the stipulation that M is square-free), so that also 
(m,,k) =1. Take, then, an integer H to be any fixed solution of the 


congruence 
(1.1) m,hH =—1 (modk), 


which is solvable on account of (h,k) = (m,,k) =1; and set 
x’ = exp (2miH /k — 22/Kz). 
We are now in a position to state our transformation theorem. 


THEOREM 1. We have 


Fy (x) =1(M, D)Qy(h, k) 


1.2 
(wo (M) /12k) (u(D) /myz — }Put(2’). 
Here 
M-4, if M is a prime and D=1 
1, otherwise ; 


o(t) and p(t) are, respectively, the Euler and the Mobius functions ; «= p(m), 
and Qy(h,k) is a root of unity defined by 


(1. 4) Ou (h, k) = exp{ridy(h, k)} 
with the notation 
(1.5) Su(h,k) = ((A/K))((hA/k)) (M=3), 
(\,M)=1 
((A/k))((ha/k)), if 4| k, 
2k if 2\k 
(1.6) 4 if 2|k and 
((A/4k))((hA/k)), if 2TK, 
0<A<4K 
(A,2)=1 
where 
. 0, if ¢ is an integer, 
(1.7) ())= t—[t] —3, otherwise, 


[t] denoting the greatest integer not exceeding t. 
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To prove Theorem 1, we require the following lemma. 


Lemma 1. Let N be a positive integer, and p(t) the Mobius function. 
1) If f(t) is any function defined for0<tS1, then 


(r,N)=1 


2) If f(t) ts any function defined for 0 << t=1 and f(t) £0, then 
II f(r/N) = 


1s=r=N 


(r,N)=1 


3) If g(t) is an arithmetical function for which IT 9(1) 1s absolutely 
convergent, then 


n=1 
(1,N)=1 


Proof. 
1) We apply the Mobius inversion formula: 


F(d) =G(N) implies F(N) => p(N/d)G(d) 
d|N a|N 


to the obvious identity 


1 


and the result follows. 


2) The proof is similar to that of 1) and may be omitted. 


3) Since 
(1,N)=1 1 


we can apply 2) with f(t) =IIg(N(t+s)). The right member of the 
identity in 2) then becomes *" 
d|N 


IT { g(N (r/d + 8s) ) 


|N 
J II {9((N/d)n) 


The required result now follows on replacing d by N/d. 
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In what follows in this section, we shall sometimes say that two integers 
Ny, Nz are complementary with respect to N to mean that they satisfy the 
relation n,-+ %2—WN for a fixed positive integer N. 

We now proceed to the proof of Theorem 1. 

Let us treat first the case M=3. We begin by introducing $¢(M/) 
(=x) integers *,@« defined as follows: 


Case 1). D=1or2. Let a, +, be the set of ali distinct integers 
a for which 0<a< M/2, (a,M) =1. 


Case 2). D=8. Take an integer b of the interval 0<b < D/2 with 
(b, D) =1, and another integer c of the interval 0 = c < m, with (c,m,) =1. 
Define, then, an integer a by 


(1.8) 0<a<M, ha=b(modD), a=c(modm,). 


Since (h, D) = (D,m,) =1 and Dm,=M, it is plain that (1.8) yields a 
unique a for any set of h, 6, c. This being so, we keep h fixed and let b, ¢ 
range over their values, so that we have in all $¢(D) -$(m,) =4¢(M) such 
integers a. Let these a’s be a;,d2,° - *,dx. We then see that these integers 
are distinct and prime to M and pairwise incomplementary with respect to 
M. (If, for example, a,, @2 were complementary with respect to M, then we 
should have 6,-+ 6.==:0(modD), where },, b. are the values of b which 
correspond to @, @2 respectively. But this is impossible since 0 < b, < D/2, 
0<b.< D/2). 

From the above definition, it follows that in both Cases 1) and 2), all the 


integers a satisfying 0<a< M, (a,M) are just given by a, -, dk, 
M—a,,M—az,- -,M—ax. Accordingly, our generating function Fy(z) 


can be expressed in the form 


(1.9) Fy(z) = F(2;a,M), == * *, Ax}, 
a€ 
where 


F(x 3d, M) Il (1 — gmM+a ) -1 (1 — gmM+M-a)-1, 
m=0 
Some properties of the function F'(v;a,.M) have been studied in [5] and 
[6]. We quote here the transformation theory for F(x;a,M) from [5,§1] 
and [6, Theorem 2] :? 
Choose any fixed pair of integers y, 8 such that yk, —8m,—1. Define 
then an integer H as any fixed solution of the congruence hH =8 (modk). 


*In what follows, the letters M, h, k, 2, K, D, k,, m, have the same meanings as 
before, though M is not necessarily restricted to be square-free in [5] and [6]. 
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Let 
= exp (2rth/k — 2xz/k), = exp(2mH/k —2n/Kz). 


Also define 


integer of the interval O<a<M with (a,M) =—1, 
pa = exp(— 2rtay/M), 


(1.10) b=b(a) =ha—D{[ha/D] (note that ha=b (mod D),0Sb<D), 
(1.11) A = 6a? 6Ma+ M?, B= 6b? — 6Db + D?, 


(1.12) 
(uo =a, M+ +a,:- (ki—1)M +a), 


(1.13) F(2’;b, D, pc) (D> 1), 
m=0 


In the case D1, we define an integer & by 


(1.14) ék=a(modM) (0<&<M); 
then we have pa=exp(— 27ié,/M). We note that for D=—1, H is also 
determined by the congruence MhH =—1 (modk), which is coincident with 


the special case D1 of (1.1). 
With the above notations we have the tranformation formulae: 


F(x;a,M) =o,(h, k)exp{ (B/z — Az) } F(x’; b, D, pa) 


for D> 1, and 
F(x;a,M) =4 wa(h, k) exp{ (x/6Mk) (B/z — Az) } 
TT (1 *(1— 
for D=1.’ 
Consequently we obtain, by (1.9), 
(1.15) Fy(x) =o* (h, k)exp{ (7/6Mk) (B*/z — A*z)} F(a’; b, D, pa) 
ace 

for D> 1,* and 

Fy(z) = $ ese(7&/M) - w* (h, exp{ (x/6Mk) (B*/z— A*z) } 

ae 


.16 
(1 1 ) = II II (1 — por’) (1 — 


m=1 


* When D = 1, the actual value of B is 1. 
“We remark that in the case D = 3, the letter 6 means the same thing in (1. 15) 
as in (1.8) by virtue of (1.10). 


| 
| 


ARITHMETIC PROGRESSIONS. 


for where 


(1.17) o*(h,k) A*= SA, BY=>B. 


Let us now calculate the values of A* and B*. It is clear from (1.11) 
that A is invariant under the transformation a—> M—a, and therefore 


)) 0<a<M 0<a<M 
(a,M)=1 (a,M)=1 
=4M? {6(a/M)?—6a/M +1}. 
0<a<M 
(a,M)=1 
,) Furthermore, by Lemma 1.1), this becomes 


Thus 
(1.18) A* =4Myp(M)¢(M). 


Next, to evaluate B* for D= 3, we take into account the relation between a 
and b which is shown in (1.8). We obtain 


(b,D)=1 
— 


th 


When D = 2, we have b 1 for all a, and hence 


B* —44(M) (6—6-2 + 2%) — 4 ; 


while, when D1, we have 6 =0 for all a, and so 


B* =4¢4(M). 
Consequently, for all values of D, we have 
(1.19) B* =4Dp(D)¢o(M). 
Now by (1.12) and (1.17) we get 
(1.20) w*(h,k) =exp{2mio*(h,k)}, o* = oalh, k), 


(Ma = a, M + a,2M+a,:--, (ki, —1)M+a). 
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Here ((¢)) is an odd function of ¢ and has period 1, as is seen from (1.7), 
so that 


oa(h, k) = = (( (K — pa)/K))((h(K — pa)/k)) = ~ 
(K — pa = a3 Va = M —a, 2M —a,: - -,k,M—a). 


Therefore 
20*(h, k) = 2 ((4a/K))((hpa/k)) ~ ((va/K))((hva/k)) 


= ((A/K))((ha/k)) = Sah, 


by (1.5). It then follows from (1.20) that 


w* (h, k) = exp{aidy(h, k)}, 
and hence, by (1.4), 
(1.21) w*(h,k) =OQy(h,k). 


Our argument is now split into three cases according as D= 3, D=2, 
or D=1., 


Case i). D=3. By (1.13), we have 


(1.22) TIF (1 — 1, 
ae Of m=0 

in which the left member has appeared in (1.15). Here pg = exp(— 2ziay/M), 
and y is defined by yk;==1(modm,). Let us now employ that y which 
satisfies the additional condition y==0(modD). Putting y—vy.D, we have 
pa = exp (— 2atay:/m,), where =1. We note, in passing, that 
are then defined by y,4—8m,—1 and H by m,hH =—1 (modk), and that 
this congruence coincides with (1.1). 

Now, remembering that the integers @1,d2,- + +,d are constructed by 
means of the congruences ha=b (mod D) (0<bd< D/2, (b,D) =1), a=c 
(modm,) (OSc<m,(c,m,) =1) (see (1.8)) and observing that pg 
= exp(— 2ricy:/m,), we obtain 

II (1 — (1 — 
(1. 23) II (1—exp(— 
0<b< D/2 
(e,my)=1 
(1 — exp +1, 
Here, since (y:,m:)=1, it follows that both exp(—2zicy,/m,) and 
exp (2zicy,/m,) run over all primitive m,-th roots of unity. Hence the right 


member of (1.23) becomes 


5 
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Tl’ (1 — pa’mD+d)-1 (1 — pax’mD+D-b) -1 


0<bd<D/2 p(my) 
(b,D)=1 
— 
0<I<D p(m) 
(b,D)=1 


where []’ denotes that p ranges over all primitive m-th roots of unity.° 


p(m) 
Therefore, by (1.22), 


© 
II F(a’; b, D, pa) II Il’ (1 pa’mD+d)-1 
ace m=0 p(m) 


IT IP (1—pz")-. 
(1, D)=1 
We now use Lemma 1.2), substituting f(¢) = (1—e?™##z’!)-1, N = m,; thus 


p(d) 


where [[ denotes that p ranges over all d-th roots of unity. Since 
p(d) 
II (1 — = (1— -1, we have 


(d) 
Il’ — = Il (1— af td) 


p(m4) d|m4 


The right member of (1.24) is therefore 


d|my 

(1,D)=1 


Using Lemma 1.3), this becomes 


(1.25) TL TL 
n=1 d’|D 

Here we have 


d)p(d’) = (dd’) (e = p(m,) 


Now, since (D,m,) = 1, we see that as d’ runs over all divisors of D, and d 
3 

over all divisors of m,, d’d runs just over all distinct divisors of Dm, (= M). 
Accordingly, writing d instead of d’d, (1.25) reduces to 

J 
IL 
n=1 d|M 


which furthermore is written, by using again Lemma 1.3), in the form 


(1.26) II 


(1,M)=1 


° This notation will be also used in Cases ii) and iii) below. 


Il 
(1.24) 
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The right member of (1.24) now turns out to be equal to (1.26), which in 
turn is identical with F'y*(2’) ; consequently 


(1.27) D, pa) = Fut (2’). 
ae 


Inserting (1.18), (1.19), (1.21), (1.27) into (1.15), we are led to the 
transformation formula (1.2) for D=3. 


Case ii). D=2. In this case we have always 6 —1, and so 
II F(2’; D, pc) F(v’;1, 2; pa) 
(1.28) — (1 — -2, 
m=0 ae 
Here pa=exp(— 2ztay/M), and y, 8 are given by yk,—8m,—1. Now, let 
y =0 (mod 2) and put y = so that y,k -—8m,—1. is then determined 


by m,hH =—1(modk), a congruence given in (1.1). Since M=—2m,, we 
have pa=exp(— 2ztay,/m,), where (y:1,m:) =1. 
Now the integers a,,d2,° - *, dx, which constitute the set 2, are pairwise 


incomplementary with respect to m,. For if we assume, for instance, that 
a, +a, m,, then m, must be an even integer; indeed a, and a, are both 
odd since M is even. But the relation M 2m, shows that m, should be odd, 
contradicting the above. In addition, we have 0 <a<m, (—M/2) (a€ 2%) 
by definition. Hence the integers a,m,—a (a€ %) are distinct, the number 
of which being ¢(1/) —¢(m,), and belong to the interval (0,m,). This 
shows that these integers form a reduced residue system modulo m,. There- 
fore the aggregate of the numbers pa, pa (a€ 2) coincides with the set of 
all primitive m,-th roots of unity. Thus we obtain 


Il II (1 — pqu’?™*1)-1 (1 — pa 


m=0 
1,2)=1 


The last expression simplifies to Fy‘(2’) (e=p(m,)) as in Case i). Conse- 
quently, by (1.28), 
(1.29) IL F(2’;b, D, ps) —Fut(2’). 

ace 


From (1.15), (1.18), (1.19), (1.21), (1.29), it follows that the 
formula (1.2) is valid for D=2. 


Case iii). D=1. In (1.16), the number &, is defined by (1.14), and 
Pa = exp(— 2mié,/M). Here & runs, as a does, over a set of ¢(M) /2 integers 


he 
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which are distinct, prime to M, and pairwise incomplementary with respect 


to M. Hence we get 


(1.30) II ={ I] 
ae o<r<M 
(r,M)=1 
and 
(1.31) — pata’) = (1—p2’™)-2. 


To evaluate the right member of (1.30), we employ Lemma 1.2) with N = M, 
f(t) (0<t<1), f(1) —=1; we obtain 
Il 4ese(ar/M) { IIL dese(ar/d) 
0<r<M 


( »M)=1 
ad|M ad|M a|M 


{ M-*, if M is a prime, 
1, otherwise. 
Thus, by (1.30), 


(1.32) II 4 =7(M) 
where 
M+, if M is a prime, 
(1.33) 7(M) = 
1, otherwise. 


Also we have, as in Case i), 


(1.34) Il’ (1—pe'™)* = TI (1—a’!)-¢= Fyf(z’) (e=p(M)). 
m=1 p(M) 

By (1.31), (1.34), we find that 

(1.35) TI (1—pav’™)-*(1— pata’) * = (2’). 


m=1 


On combining (1.16), (1.18), (1.19), (1.21), (1.32), and (1.35), the 
desired formula (1.2) is proved for D1. 

We now turn to the proof of the case M = 2 which we have excluded from 
the above arguments. Now Theorem 3 of [6] states that 


P, (x) =1(2, D)w* (h, k)exp{ (7/12k) (u(D)/miz + 2) } 
where 
= exp (2mrih/k — 2xz/k), = exp (2riH /k — 21/Kz), 
m,hH =—1(modk), e=p(m,), 
and 
(1.36) w* (h, k) = (h, k)} 


in 
d 
e 
e 
h 
r 
5 © 
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with 
j (u—1,5,9,---, k—8), if 4|k, 


(u=1,5,9,- -,4¢—3), if 27k. 


Hence we have, as in (1.21), 
(1.37) w* (h, k) = exp{rid.(h, } (h, k) 


with the =,(h,k) defined in (1.6). The formula (1.2) therefore remains 
true for M—2. 


The proof of Theorem 1 is thus complete in all cases. 


2. Estimation of some exponential sum. Let us consider the following 


exponential sum: 


(2.1) Si, = Sx (N, v3 81, 82) = Oy (h, k) exp{2at(— nh + vH)/k} 
h 
{(hmod k, (h) < 82). 


Here n, v, S:, S are all integers with n=0, v20, 0<s.—s,k; Hand 
Qu(h,k) are defined respectively by (1.1) and (1.4); & is any fixed solution 
of hh=1(modk) ; the notation s, = (h) < implies that there exists an 
integer ¢ such that t=h (modk), s, [¢< 8.3 and the summation symbol 


>’ denotes here and subsequently that h runs over any reduced residue system 
h 


of the given modulus with various summation conditions indicated in paren- 
theses. We see that each summand in S; has a period & with respect to h, and 
hence the residue system modulo & over which the summation extends can 
be arbitrary. 


We shall now establish the following theorem. 


THEOREM 2. The sum S;, defined by (2.1) is subject to the estimate 
| Si | < Ch-*(n + 1)8 
for n nonnegative integers and nAny if N=p(M)db(M)/24 ts a positive 
integer. Here a, B are any numbers satisfying 0 <<a<B <4, and C a positive 
constant depending only on a, B and M. 
Proof. Throughout the proof, we shall make free use of the results of 


[5; §2, pp. 943-950], and the meaning of the unexplained notations in the 


proof will be the same as in [5]. 
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It is convenient to divide the discussion into two cases according as D> 1 
or D=1. 


Case (1). D>1. In the first place, we notice that S; is written in 


the form 


(2.2) DOy(h, k)exp{2(— nh + vH)/k} 


(kh mod k,h=c (mod D), S (h) < 82). 
Next, by (1.21), (1.20), (1.37), and (1.36), we have 
(2.3) Qu (h, k) = exp{2mio* (h, k)}, o*(h,k) = > o6(h,k), 


ae 
where 


On the other hand, [5, p. 947] implies that ® 
(2.4) oa(h, k) = + ViaH)/(gDk) + Wa (mod1), 
in which * 
U,=gD*y,(aX + MY) —8{2K? + 3K(2a—M) + A}, 
V.=— k?), 
Wa=— (yikes /4)(k + 2b — 2D) {(ayi1/2M) + (888m/gD) }(2b — D) 
— {2a + 2M + (2b —1)m,}, 
yi, 8 being integers so chosen that y,k —8m,—1. 
Therefore we find that 
(2.5) o* = > og(h, k) = (U*h + V*H)/(gDk) + W* (mod1), 


where U* = >) U,, V*¥ = > Vi, W* = Dd Wa. 


We note that when h=c(modD), we have, by (1.10), b==ah=ac 
(mod D), and hence b = ac— D[ac/D]. 
Putting a=a*, —d*(c), A=A*, > B= B*, we obtain 
ae ae 


the following result: 


°In the special case M = 2, we must put instead a= 1, M = 4 in the subsequent 
formulae. 

*®, W are any fixed integers satisfying f6 + gDk¥ = 1 (see [5; (2.22), p. 946]). 
These integers were denoted by ¢, y in [5], but we have to use here different notation 
since ¢ stands for the Euler function. 
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(2.6) U* = gD*y,(a*X + MY ¢(M)/2) —8{¢(M)K? 
+ 8K (2a* — Mg(M)/2) + 4*}, 
V* — 6(B* — k?¢(M)/2), 
(2. 6) W* =— (yk, /4)(ko(M)/2 + 2b* — Do(M)) + ( 2 
— a*y,/(2m;) + (863m,/gD)(2b* — Dg(M)/2) 
— (9¥8/4) {2a* + Mg(M) + (2b* — g(M)/2)m,} 
= W*(c). 
By (2.2), (2.3), (2.5) (see [5; (2.34), p. 948]) 
(gD)“exp(2riW*(c)) 


k-1 
DY exp(2mi{(U* — gDn)h + (V*8 + gD(v8 + 1))h}/gDk) 
l=0 h 
(h mod gDk, h=c (mod D)). 
Denoting the innermost sum by 7;,(1,c), we may write 
k-1 
i=0 


0<c<D 
(c,D)=1 


The sum 7;,(l,c) here is a generalized Kloosterman sum, and is known 
to admit of the estimate (see [1], [10], [11]): 


| Ty (1, ¢)| < Co(gDk)*-*(gDk, U* —gDn)6, 


where a, 8 are any numbers satisfying 0< «<8 < #4, and C, is a positive 
constant depending only on « and £. 


Accordingly 
k-1 
0<c<D 1=0 
(e,D)=1 
(2. 7) < $(D) (gD)*Co(gDk)'* (gDk, U* —gDn)? | 


< Cod(D) (gD) (gDk, U* — gDn)® log (4k). 
Now, in (2.6) we have 
gDX =0 (modk), gDY =0 (modk) (see [5, p. 949]), 
and hence U*==— @8A*(modk). Then we get 
(gDk, U* — gDn) S gD(k, U* — gDn) = gD(k, —&8A* — gDn) 
= gD (k, fbsA* + fgDn) = gD(k, 8A* + 12Dn) 
(2.8) = gD(k, m,sA* + 12m,Dn) 
= gD(k, —1)A* +12Mn) 
= gD(k, 12Mn — A*) S gD | 12Mn—A?* |, 
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where the last inequality follows only when 12Mn—A*0. But, by (1.18) 
we have 

12Mn — A* =12Mn— 4Myp(M)o(M) = 43M 
for M4, and 

12Mn — A* = 48n + 2 
for M=4. Hence 12Mn—A*+~0 for n=O and in case MN 
= p(M)¢(M) /24 is a positive integer. 

From (2.7) and (2.8), we derive further that 

| Si | < Cop(D) | 12Mn — A* |}* log(4k) 
= 0(k*-*(n + 1)8 log (4k) ).8 

Here we can omit log(4k) from the O-term since we may choose « arbitrarily 
large so far asa#<f. This proves Theorem 2 for D>1. 


Case (2). D1. In the sum (2.1), the root of unity Qu(h,k) is 
also expressed by (2.3). Now let 


Ka 
--,(k—1)M +a), 


then we have 


oa (h, k) = oa(h, k) + (—&/M) /2, 


where é, is defined in (1.14) (see [5; (3.17), p. 953]). 


Consequently we obtain, in analogy with (2.4), the following result: 


oa(h,k) = + VaH)/(gk) + (mod1), 
where 
Uag=gyi(aX + MY)— 08{2K? + 3K (2a— M) + A}, 
Vo——a(1—#), 
Wa =— (yik/4) (k — 2) — (ay1/2M) — (808M 
— (g¥8/4) (2a-+ M) + (£o/M—4)/2. 


We can therefore prove Theorem 2 in the case ) =1 by the same method 


as in Case (1). 


3. Convergent series for the partition function. In this section, we 
shall deal with the partition function py(n) for M22, n=0, and nny 
if = /24 is a positive integer. 


* We mean throughout the paper that the constant implied in the O-symbol always 
depends at most on «, 8, and M. 
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We begin by representing py(n) as a contour-integral : 
Bu(®) F u(x) de, 


where C is any circle with centre at z= 0 and radius less than unity. Taking 
C to be the circle Ez | = exp(— 2x7N-*), where N is a natural number, and 
using the Farey dissection of order NV, we obtain (see [9] ) 


(3.1) pu(n)= u(exp(2rih/k — 2xw))exp(2xnw)dé 
We now utilize the transformation formula (Theorem 1). By definition 
p-0 
and furthermore we define the coefficients gy(v) in the power series expansion 
l=1 y=0 
(1,M)=1 


It is evident that the gu(v) are all integers. 


In the transformation formula (1.2), we substitute z—skw, and employ 


the above expansions. This gives us 


Fy (exp (2ath/k — 2rw) ) 
(3.2) —7(M, D)Qu(h, k)exp{ (7d(M) /12k) (u(D)/Kw —p(M)kw)} 
(v) exp (2rivH /k —2mv/Kkw), 
where 


Pu ( § pu(v), if = +1, 
qu gu(v), if w(m,) =—1. 


Inserting (3.2) into (3.1) yields 
pun) = D)Qu(h, Kexp(— 2xinh/k) Pu (y) 


p=0 
(3. 3) w)(u(D) — 24v) — M)6(M) — 24n)} 
‘exp (2rivH /k) dé. 
We separate here the sum over vy into two parts as 


{@(M)/24} 


>= 


y=0 y=0 v>{¢(M)/24} 
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({t} denotes the greatest integer less than ¢t) so that the coefficient of w~? is 
positive in the first sum when »(D) = +1, while it is negative or zero in 
the second sum. The right member of (3.3) then splits into two parts 
according to the above separation. Let that one which corresponds to the 
first sum be Q(n), and let the other be R(n). Then it will be established 
without difficulty, though we omit here the details, that, by using the method 
of Rademacher [9] and applying the estimation in Theorem 2, one can 


obtain the following result: 


(3. 4) pu(n) =Q(n) + k(n), 
N 24} pu 
Y(n) = 2r > 7(M, D) > (v) Sx (n, v) La (n, v) 
(3.5) k=1 y=0 qu 
u(D)=1 


+ O0(N-*(n + 1)8exp(2anN-*) ), 


(3.6) (n) =O(N-*(n + exp(2anN~*) ), 

where 

(3.7) S,(n,v) = = Qy(h, k)exp{2ri(— nh + 1H) /k} 
hmodk 


(see (2.1) ) and 
v) 
(0+) 
— 24v) — VM) — 24n)} dw 


(kK)4(6(M) — 24n)4(6(M) — 
— — 24v)8) 
if =1 and n < 


| 
| (kK)-3(24n — — 240)! 
| if n > p(M)o(M)/24, 
J,(t), I,(t) being Bessel functions of the first order. 

Now, when »(D) =1 we have 7(M,D) =7(M) (see (1.3), (1.33)) and 
n(m,) =p(M), and so we may write (3.5) in the form 

N {@(M)/24} 
Q(n) =2n7(M) > Si. (n, v) v) 

(3. 9) k=1 p=0 


+ O0(N-“(n + 1)8 exp(2anN*) ) 


with the notation 


(3.10) ru(v) = 


pu(v), if =+1, 
l qu(v), if =—1. 
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In (3.4), (3.9), and (3.6), we keep n fixed and let No; we thus 
obtain : 


THEOREM 3. If pu(n) denotes the number of partitions of n into 
positive summands prime to M, where M is a square-free number = 2, then 
we have, for n=0 and nAn,y (in case —p(M)g(M)/24 ts positive 
integer), the convergent series representation ® 


{p(M)/24} 


p=0 
u(D)=1 


References to the meaning of the symbols 7(M), ru(v), Sx(n,v), and Ly (n, v) 
are given in (1.33), (8.10), (3.7), and (3.8) respectively. 


4, Asymptotic formulae for the partition function. We quote here 
two lemmas from [5, p. 956]. 


Lemma 4.1. Let I,(t) be the Bessel function of the first order with 
purely imaginary argument. Then 


(4.1) I,(t) ts positive and increasing for t > 0, 
(4. 2) I,(t) =O(t) (t-0), 
(4.3) I,(t) = O(t*)) (t>+0). 
Lemma 4.2. Let R bea real number = 2, and define 
=R =R 


Then 8,(R) < 2e® for RZ=6, and 8,(R) < for R= 12. 


We shall now investigate the asymptotic behavior of py(n) as n becomes 
large and M is fixed. 

It is easy to see that in (3.11) of Theorem 3, the summation over & can 
be written in the form 


20 
k=1 D\|M ky=1 k=1 ky=1 
(k, M)=1 M(D)=1 (ky,y)=1 


where k = k,D, M = m,D, and we have used the fact that D > 1 and p(D) =1 
together imply that D=6. The right member of (3.11) then divides into 


® The series for py(n) is in fact absolutely convergent, as may be seen from argu- 
ments in the next section. 
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two parts according to the separation on the extreme right of (4.4). These 


parts will be denoted by (nm) and py®(n), namely, 


(4.5) pu(m) = pu (n) + pu 
/24} 

(4.6) pu? (n) =2er(M) »), 
k=1 y=0 
(k,M)=1 


{G(M)/24} 


D|M,DZ6ky=1 y=0 
M(D)=1 y)=1 


Now, by (3.7) we have, since Qy(h,k) are roots of unity, the trivial 


estimate 
(4.8) |Se(n,v) |< 1Sk. 
hmodk 


On the other hand, by Theorem 2, we have the non-trivial estimate ?° 


(4.9) | Su(n,v)| < (n+1)8 (OS a<B<Fh). 


Next, by (3.8) we may write 


(4.10) Ly(n, v) = — 24v)81, — 


with the abbreviation 


(4.11) 7 = (24n—p(M)4(M))3 (n > 6(M)/24). 
Also we have 
(4.12) kK =k,?DM 


since k—=k,D, K =k,M. 
From (4.1), (4.8), (4.9), (4.10), (4.12) we deduce 


{@(M)/24} 
| ru(v)Sx(n, v) Ly (n, v) | 
(4. 18) — 


where 
{6(M)/24} 
Zu— |tu(v)| ( (AL) — 
and 
(4.14) F = (¢(M)/M)3. 


Let us deal with py®(n) first. By (4.7), (4.18), (4.2), (4.3), and 


Lemma 4.2, we get 


10Tn what follows we shall useC,,(.,- - -,C,; to denote certain positive constants 


depending at most on a, 8, and M. 
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<F 
| pu) (n)| <2ar(M) > 
= 


(4.15) > > + 
u(D)=1 


D|M,D=6 D|M,D=6 
u(D)=1 


Now set 


(4.16) G = (p(M)/M)*? = (2/6) (6(M)/M)*(24n —p(M) 


Then, by (4.14), we have F—=D-4G. Moreover, since 6= DSM, we find 
that M@G=F=6%4G. Hence, by (4.15), 


(4.17) | pu®(n)| < + C,E+(n + 


We next treat py (n). On the right-hand side of (4.6), we distinguish 
the term & 1 from the others, and observe that S,(n,v) 1. This yields 


| {o(M)/24} 
(4.18) (n) = 227(M) ru(v)Li(n,v) + u(n), 
{(M)/24} 
u(n)=2r7r(M) > = ru (v)Sz(n, v) Ly (n, v). 
k>1 y=0 
(k,M)=1 


Using (4.13), (4.2), (4.3), and Lemma 4. 2 (note that we have here F = G), 
we infer 
<G 

| u(n)| << 2ar(M) 

(4. 19) 
k>G 
< Cy) + C1, + 

Noting that 4 > 6-4, we have, from (4.17), (4.19), 
(4. 20) | pu (n) + u(n)| CyB 7G + + 


Next, in the sum over v on the right of (4.18), we separate the term 

v=0 from the others, and obtain 

{g(M)/24} 

2ar(M) ru(v)L,(n,v) 
A 9 =O 

(4. 21) {(M)/24} 

= 2ar(M)L,(n,0) + 2a7(M) ru(v)Li(n,v), 

1 


where the second term on the right side occurs only when $(1/) > 24. 
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Now we have 
(4.22) L,(n,v) = — 24v)81, ( /6M2) — 24r)4) 
by (4.10). Also, by (4.16), 
(rH /6M3) (¢(M) — = G(1 — 24/¢(M))§= GM, 
where 
(4. 23) M, = (1— <1 (¢(M) > 24). 
Therefore, using (4.1), (4.3), we derive 


{(M)/24} 


| < ( (wE/6M2) —24)8) 
< 
On the other hand, from (4.22), (4.16), and (4.3) we see that 
Ly (n,0) = 
= (¢(M)/M)2E + O(G")). 
It now follows from (4.5), (4.18), (4.20), (4.21), (4.24), and (4. 25) 


that 
pu(n) = 2x7 (M) /M)2E1, (4) 


{14+ + O(e4?) + O( (m+ }. 


=1—WM, according as $(M) = 82, and so, by (4.26) and 


> 


(4. 26) 
But we have 3 
(4.16), 
(4.27) (nm) = (M) (6( 1) /M) (G) {1 + O(exp(— end) ) }, 
where ¢ is a positive constant defined by 
»_ if o(M) S32, 

9 ] M)3 yor . 
(4. 28) c= )1—M,, if > 32, 
with the M, of (4.23). 

Substitution of (4.11) and (4.16) into (4.27) yields the following 


4. We have, as the asymptotic formula 


1, ( (2/6) (6(M) /1)3(24n — p (MV) (1 + O (exp (— en’) )} 


with the constant c of (4.28). 


From Theorem 4 and (4.3), we can easily find an asymptotic formula 
for pu(n) in terms of elementary functions of n; we have 


d 

(4.2 
h 
(4.2 
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pu(n) =2- 34 (AM) ($(M)/M)4(24n 
“exp ( (1/6) ($(M)/M)§ (247 — (M) )4) {1 + O(n) }, 
which furthermore simplifies to 
pu(n) =4r(M) (6(M) exp (22 (o(M) {1 + O(n-4)}, 


This formula will also be deduced, except for the order of its error term, from 
a result of Meinardus [7]. 


DEFENSE ACADEMY, YOKOSUKA, JAPAN. 
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REGULARIZATION OF SINGULAR INTEGRAL OPERATORS 
ON COMPACT MANIFOLDS.* 


By R. T. SEELEY.’ 


Introduction. An important technique in the use of singular integral 
operators is that known as regularization, which means roughly reduction to 
an ordinary integral. There seems to be no thorough investigation of this 
method for singular integral operators on manifolds, either for a single 
operator or for systems. This paper demonstrates that on compact manifolds 
of dimension two or more, for any elliptic singular integral operator H there 
is an invertible operator H’ such that H’H is the identity plus a completely 
continuous operator. Here “elliptic” means “with symbol never zero.” The 
well-developed theory of singular integrals along plane curves shows that this 
result is not true for the circle, so that the restriction to dimension two or 
more is essential. 

The last section of the paper develops theorems of Fredholm type for 
singular integral operators, along with some results on the smoothness of 
solutions of singular integral equations. 

The author is grateful to a number of people for helpful discussions about 
the topological aspects of the problem, particularly A. P. Calderon, R. K. 
Lashof, and Richard Swan. This side of the problem is treated fully here, 
while the analytic side is presented only summarily, relying on [4] for details. 


1. In this section we summarize, with slight changes, the relevant results 
for singular integral operators as developed in [4]; and we state the main 
results of the present paper. JM will consistently denote a compact manifold 
of class r= 3, of dimension k = 2, and with a Riemannian metric of class 
r—1. C,, denotes the functions of class m=r on JM, i.e. functions whose 
derivatives of order m, with respect to any local coordinates, are continuous. 
(‘s denotes the functions of class [8] whose derivatives of order [8] satisfy 
a uniform Hélder condition with exponent B—[]; here [8] is the largest 
integer 


* Received November 25, 1960. 
* A large part of the work on this paper was done while the author was temporarily 
employed by the University of Chicago and by Massachusetts Institute of Technology. 
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In the definition of singular integral operators we use the space of 
functions with Schwartz distribution derivatives of order =n in L?, for 
which we use the notation L,?. These can be defined and given a norm by 
the use of a resolution of the identity }'¢'=—1, in which each ¢# is =0, 
in C,, and has support in a simply connected coordinate neighborhood U; 
with coordinates z' (x‘ denoting the & real-valued coordinate functions 
a,',- - *,2,') mapping U; onto the open set G; in E;, k-space. If f is a 
function on M, let f; denote the function on G; given by fi(y) =f(2"(y)), 
where x denotes the inverse of the mapping 2‘. Then we say that f is in 
L,”? (nr) if and only if for each 1, f; is in L,?(G;). A norm can be 


introduced in L,? by 


where || g || denotes the L? norm of g on H;. Here a= (a,,- - -,a,), the 
a; are non-negative integers, |«|— and - 


An operator T on L?(M) (1< p<) is smoothing of order n if, for each 
non-negative integer m <n, T is bounded from Ly? to and T* is 
bounded from Lm! to Lm’ (1/p+1/q—1). If ¢ is a function on WV with 
support in a neighborhood U with coordinates z, then ¢, denotes the trans- 
formation which takes functions f on M into functions ¢,f on EF, in such a 
way that ¢.f(y) =¢(x"(y))f(x"*(y)) whenever y is in the range of 2, and 
dxf (y) =0 otherwise. Similarly ¢* transforms functions g on /; into func- 
tions ¢*g on M in such a way that ¢*g(m) =¢(m)g(x(m)) for any m in M. 

Definition 1. An operator T on L°(M) is of type (BS n—1) if 
and only if it satisfies the following conditions. 

i) For each ¢ and y in C, with disjoint (compact) support, the operator 
¢Ty given by (¢7Ty)f=—¢:T(W-f) is completely continuous and smoothing 
of order [8] on all L9(M), 1<p<o. Here f-g indicates the pointwise 
multiplication of the functions f and g, and [8] indicates the largest integer 
= 2. 

ii) For each ¢ and y with (compact) support in the same coordinate 
neighborhood with coordinates z, ¢7y = ¢*Hy, + R, where H is a singular 
integral operator on LH; of type Cg*, in the sense of Calderon and Zygmund 
[1], 

Hf(y) =a(y)f(y) f° 
ly-z € 
and F is completely continuous and smoothing of order [@] on all L?(J/), 
p<o. 
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The coordinates x give rise to a basis for the tangent plane at any point 
m in their domain; the members of this basis are indicated in a natural way 
by The metric on M gives an inner product (£,7) on each 
tangent plane. The dual space to the tangent plane at m, which we call the 
co-tangent plane, has the dual basis denoted by dz,,- - -,dz,, and a dual 
inner product denoted by (@,7’). With this notation, the function h(z, z) 
on E;, X EF), appearing in Definition 1 gives rise to a function h on the part 
of the tangent bundle over the domain of the coordinates x, h(m, 32,0/02;) 
=h(x(m),z). Its principal value Fourier transform with respect to z 
appears naturally as a function on part of the bundle of cotangent planes, 


whose value at (m, Sédz;) is given by 


lim exp z) dz. 

This function is positively homogeneous of degree zero in the é;, and 
all derivatives with respect to the é; are in Cg on the part of the cotangent 
bundle where the function is defined and where  é;? = 1. 

By the cosphere bundle CS(J/) we mean the bundle obtained by con- 
sidering the subset of the cotangent bundle consisting of all cotangent vectors 
whose Riemannian length (3éd2;, Sé;dr;)2 equals one. Then the function 
described immediately above is determined by its values on CS(J/). We call 
a function on CS(M) of type Cg®” if and only if, after being extended over 
each cotangent plane so as to be positively homogeneous of degree zero, it has 
on each cotangent plane derivatives of all orders with respect to the variables 
g; arising from a coordinate system x, and these derivatives are in Cg on the 
part of the cotangent bundle over the domain of x where 3é,? = 1. 


Definition 2. The symbol of a Cg® operator T is the function on CS (J) 


exp h(x(m), 2) dz, 
jz|>e 


defined by o(T) (m, =a(x(m)) + lim 
e>0 


where z, a, and h are the functions in Definition 1, z = (41,- ++, 2), | 2 |? = 32, 
and £0. 

It is shown in [4] that the function thus defined depends only on 7, 
and not on any of the intermediate functions z, a, or h. The above discussion 
asserts that it is of type Cg®. The symbol thus defined for Cg” operators 


has the following properties. 


i) o(T) =0 if and only if 7 is completely continuous and smoothing 
of order 


ii) If B41, the Cg” operators form a self-adjoint algebra, and o is a 
: J 
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homomorphism of this algebra onto the algebra of functions on CS(J) of 
type Cg”, such that o(7T*) is the complex conjugate of o(T). 


iii) In [4], Theorem 2, the “onto” part of assertion (ii) is proved by 
constructing an operator with prescribed symbol. In what we do here it is 
important to have an estimate of the norm of this operator in terms of the 
symbol. The complete derivation of such an estimate, based on the corre- 
sponding result for operators on Euclidean space, is more tedious than 
enlightening. We shall only state carefully the form of an estimate based 
on the resolution 3?‘ 1 and the coordinates z+ introduced above to define 
the norm on L,?. Suppose /'(m,7) is a function on the cotangent bundle, 
homogeneous of degree zero on each cotangent plane, whose restriction to 
CS(M) is of type Cg”. Let N; denote an upper bound for ¢*(m) F'(m, 3é)dz;') 
and its derivatives of order 2k with respect to the &, evaluated in 3é? = 1. 
Let N=maxWN;. Then there is a constant K depending only on the ¢é 
and x‘, and a constant A, depending only on p and the dimension of M, such 
that if T is the operator constructed in Theorem 2 of [4] with o(7') =F, 
then || T == 

Because of the relation of the symbol of a Cg® operator to the charac- 
teristic polynomial of a differential operator (see [1], Theorem 7, and [4], 
Theorem 6) we make the following 


Definition 3. A function F on CS(M) is called elliptic if and only if 
it never vanishes. A Cg® operator is elliptic if and only if its symbol is 
elliptic. 


The main result of the present paper is 


THEOREM 1. If B1 and F(m,»y) ts an ellpitic Cg” function on CS(M), 
then for each pinl<p<o there is a Cg® operator T with o(T) =F, and 
such that T is invertible when operating on L?. 


2. This section establishes the basic lemma for our approach, Lemma 3, 
and completes the proof of Theorem 1 for dim(M) >2. Here p and £ are 
fixed numbers, B= 0, and 1 < p<; and || A || denotes the norm of A 
operating on L?. As a formal convenience we introduce the class P of symbols 
of Cg* operators which are invertible on Z?, and show that if F is elliptic 
then F is in P. Clearly P is closed under multiplication; and if F(m,7) is 
elliptic, in Cg®, and independent of », then F is the symbol of the operator 
consisting of multiplication by /(m,7) and hence is in P. 


Lemma 1. Let F(m,n), N, K, and Ap, be as in the discussion of property 
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(iii) of Section 1 above. Then if |1—F|< (ApK)* and N < (A,K)”, 
F is in P. 

The proof is obvious: under these conditions it is possible to choose a 
operator T, with o(7,) =1—F and || T,|| <1. Then let T=I—T,, 
I the identity operator. 

Lemma 2. If the complex argument of F can be defined continuously 
on each individual cosphere, and F, is the function on the cosphere bundle 
whose absolute value and argument on each cosphere are the averages 
respectively of the absolute value and argument of F on that cosphere, then 
F is homotopic to F, by a homotopy F; such that min | F;| = min| F'|. 


Proof. Construct on the cross product of the unit sphere in FL, with 
itseli a kernel K;(Z,Z’) with the folowing properties. 
i) For each t, K,;(Z,Z’) depends only on the distance d(Z, Z’). 
ii) K,(Z,Z’) is constant. 
iii) For ¢>0, K,(Z,Z’) is continuous in its three variables. 
iv) Foreache > 0, sup K;(Z,2Z’) for d(Z, Z’) =« tends to zero as 0. 
v) K,(Z,2Z’) 20. 


vi) K,(Z,Z’) dp’ =1. (dy’=volume element on | Z’| 


|Z’|=1 


This, of course, can be done easily in a variety of ways. Now define F; on the 
cosphere over the point m by | Fi(m,u)|= fKi(u,u’)| F(m, dp’, and 
arg Fy(m,) = (p, »’)arg F(m, p’) dy’, where arg F(m, p»’) is any contin- 
uous function on the cosphere over m for which F =| F'| exp[iarg F(m, p’) J. 
3v property (i) of K;, these integrals over the cosphere are independent of 
any choice of coordinates for the cosphere, and depend only on its metric and 
surface volume element as a unit sphere in L;,. Since the cosphere in question 
is connected (dim M = 2), any two continuous definitions of arg’ differ by 
a constant 2rn, so that by property (vi) of K,, arg F; is well defined mod 2z. 
Thus F; is well defined. To see that it is continuous, define arg F continuously 
on the part of the cosphere bundle over a simply connected coordinate neighbor- 
hood on M; the F; obtained from this as above has continuous argument and 
absolute value. It is clear from the properties assumed for K; that F, = F, 
F, is as advertised, and min | F; | = min| F |. 


Lemma 3. If F is elliptic and arg F can be defined continuously on each 
cosphere, then F is in P. 
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Proof. Let F, be the function obtained from F in Lemma 2. Then F, 
is in P, since it is constant on each cosphere, and it is enough to show that F'/F, 
isin P. But F/F, is homotopic to F\/F,=1. Define arg(F,/F:) =0, and 
extend this argument function continuously to F;/F, for O0=¢t=1, (see next 
paragraph for details), obtaining a continuous arg(F’/F,) over the whole 
cosphere bundle. Then take n large enough that (F/F,)*/" satisfies the 
hypotheses of Lemma 1, so that (F/F,)*/" is in P. Since P is closed under 
multiplication, F/F, and F are in P. 

To define arg(F';,/F,) we rely on the “ second covering homotopy theorem ” 
in [5], page 54. In this case the reals form a bundle B’ over the unit circle 
X’, with p(b) =e?”; and we are given a map fy —arg(F1/F,) =0 from the 
cosphere bundle X into B’ along with a map f = F;| F,|/F1|F;| of XX IX’ 
which is a homotopy of p(fo). The covering theorem asserts that there is a 
homotopy f: 1 XI—B’ which covers f, i.e. a continuous definition of 
arg(/’,/F,). Thus the lemma is proved. 

Lemma 3 proves Theorem 1 in case dim(J/) > 2, since in this case the 
cospheres are simply connected and arg F can always be defined continuously 
over each one. Sections 3 and 4 below complete the discussion for dim(.V/) =2. 


3. In this section we prove 


Lemma 4. Suppose M is not a torus, dim(.M) =2, and F 1s a con- 
tinuous function from the tangent circle bundle of M to the complex unit 
circle. Then the restriction of F to any tangent circle has degree zero. 


This result shows that Lemma 3 applies directly to all manifolds except 
the torus, and hence completes the proof of Theorem 1 in those cases. 

For non-orientable manifolds the proof of Lemma 4 is. 1ite easy. Suppose 
F has non-zero degree on C°, the tangent circle at m,€ M, and let m, be any 
other point in VW. Connect m, to m, by a differentiable path IT, with points 
m:, and give an isometry ¢) from S'={|z|—1} to C° such that z=1 is 
mapped onto the unit tangent to the curve fT. Extend the isometry con- 
tinuously to S' Ct the unit tangent circle at m;) so that for each 
z—=1 is mapped onto the tangent to T at m;. Then F(¢;) is a homotopy 
of F(¢.) to F(¢,), so that F has non-zero degree on C'. Now for each m€ J 
orient the tangent circle at m so that the degree of F restricted to this circle 
is positive. This gives a continuous orientation to M, which is impossible if 
M is not orientable. 

In the remaining cases WV is orientable, but not the torus, so the Euler 
characteristic y(./) is not zero. We rely on this fact to show that the degree 
of the restriction of F to any tangent circle is zero. 
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Suppose this is not the case, and M is oriented so that the degree of F 
restricted to any tangent circle is n >0. Then from F' we can construct a 
continuous function F, on the tangent circle bundle so that on each circle 
it looks like e’*z”. For this represent the circle bundle locally as pairs (m, 6), 
mé€ M,0=6 < 2z, so that @ is the are length on the unit circle in the tangent 
plane at m, measured in the positive direction from some particular point 
on the circle. This representation is unique except for the choice of the 
point corresponding to 60. Where the representation is valid we have 
F(m,6) =expi|né + f(m,6)], with f(m,@) continuous, of period 27 in 


and determined mod2z. Let Fy(m,0) =expi[n6é + = f(@)dé|. Since 
0 


f was determined mod 27, F')(m,@) is well defined for this local representation 
of the tangent circle bundle. It is not difficult to check that Fy is in fact 
independent of this representation, provided 6 is the are length from some 
point. Clearly Fy is continuous. On each tangent circle /’) assumes the value 
1 at each of n equally spaced tangents, yielding what might be called a con- 
tinuous spoke field over I/. In the case n = 2 it is essentially a line element 
field over WZ. We show such a field cannot exist when y(J/) 40 by a device 
suggested by the article of L. Markus [2], basically the construction of a 
Riemann surface for a multiple-valued vector field. 

Cover J with simply connected coordinate neighborhoods U; with coordi- 
nates U; On each U; define n distinct cross sections @in of 
the tangent circle bundle such that Fo(ex,) 1. Consider W* = {(m,e) ; 
m€ M,e in the tangent circle at m, and =1}. Let = {(m, (m)) ; 
m€ U;}, and note that (m,e) € Uix implies e=e;,(m). In Uix define coordi- 
nates We show that this makes a manifold 
by checking the Jacobian of coordinate changes. For this consider (mo, eo) 
in Since ex, (mo) = eo = ej(mo), Cx IN a neighborhood U, 
with U CU;NU;. Let U’ be the points (m,e) in Ui, A Uj, for which 
m€U. Then in U’ v*(m,e) =ai*(m, ey.(m)) (m), and similarly 
v'(m,e) =a2i(m). Thus U’ is mapped 1-1 onto an open subset of F, by 
x'*, as well as by 2/', and the Jacobian of the associated transformation of F, 
is the same as for 2‘ and z/. Thus 1/* is a manifold of the same class as M, 
except that J/* may not be connected. It forms an n-fold covering space 
for M with the projection p:(m,e)—>m. M* also carries a non-zero vector 
field: to define it in Uy, we need only lift ey, from U; with the mapping of 
tangent spaces induced by the restriction of p to Uj. This definition is easily 
shown to be consistent in Ui, Uj by an argument like the one used above 
for the Jacobian. The Euler number of M* is n times that of WM; for any 
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triangulation of M yields, by way of p™’, a triangulation of M* such that each 
simplex of WM corresponds to n simplexes of M*. Thus the Euler number of 
at least one of the components of M* is not zero, contradicting the fact that 
each component carries a continuous non-zero vector field. 


4, On the torus it is possible for an elliptic Cg* function on the circle 
bundle to have any degree. The approach here is to construct invertible C's 
operators with symbols of arbitrary degree. Consider the flat torus, i.e. the 
plane reduced 2z in both coordinates. Then any function in L* is represented 
by a double Fourier series, f ~ dnmexpi[na, + maz]. Let Po be projection 
on the constants, Pof =do.._ Let A be the Laplacian (0/02,)? + (0/dx.)*, and 
define B= (P,—A)-4. If f has Fourier coefficients dum, Bf has coefficients 
Dam = Anm(n? (n? + m?540), Boo—=Goo. We want to show that 
R, = (0/0z;)B is a C,,* operator (Cg®* for every B>0). For this an altered 
version of the proof given in [4] for the operator (0/02;)J suffices. We give 
only the outline. 

B is analyzed as a contour integral of the operators Fy, = (A—P,—A)*. 
The first step is to use the same approximation e to fy, as in [4], but let 
Ky, = (A—Py)—A)e. Then there is a real number Z such that, for \= L, 
Fy is given by the series (—1)"K,™), which converges uniformly 


m=1 
as a series of operators or as a series of kernels. We can now define F’\ for 
0=A<L by giving its kernel as a solution of 


(1) Py + = Fr. 


This is possible, and uniquely, since f+40 and f+ LF ,,f=0 would imply 
that —1/L is in the spectrum of F'z,, = (A— P, —LZ—x)-, contradicting 
the fact that this spectrum lies strictly between —1/(Z-+-A) and zero. This 
is the proper extension of the F\, since for \ < L, 


(A—P,—A) = [(A— P»>—L—A) + LI Fin (I — = 1. 


From its defining equation (1), F) has, for all A, the same singularity as 
F,,,.. The kernel for (P) —A)-4+=B is then given by a contour integral of 
the F), from which it can be deduced as in [4], Theorem 5, that the kernel 
and that Rj = (0/02;)J is a Cg” 
operator with symbol — (—1)%z;/|z|. Here we represent the cotangent 


for B has a singularity 


bundle as (a2, z) with x = (2, 7.) mod 27, z= (2,, 22) ; and let 


“| “2° 


Since P, is completely continuous and smoothing of all orders, U = P, + ih, 
—- R, is a Cg® operator with symbol (2, + iz.)/|z |. Its action on the Fourier 


a 


t 
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series shows that VUU*—J. Thus U and its inverse U* are C,° operators, 
and U is invertible on all L), 1<p<o. 

This construction shows that Go = (2: -+ is in the class P of 
symbols of invertible Cg* operators. Suppose now we are given a symbol 
G(a,2) such that its restriction to each cotangent circle is of degree n. Then 
Go"G has degree zero on each circle, and by Lemma 3 is in P. Thus 
G—=G"(Go"G) is also in P. 

This completes the proof of Theorem 1. 


5. Here we give results of Fredholm type, and on the smoothness of 
solutions of elliptic singular integral equations, which apply on a compact 
manifold M. We shall consistently assume that the numbers p, po, and q 
used below lie strictly between 1 and o. The discussion involves a few more 
of the ideas in [4], which we summarize. The space L_,? (n=0) is the set 
of bounded linear functionals on L,%, where gq*+ p*=1. (There is a mis- 
print in the corresponding convention given in [4]; page 672, line 15, should 
have L,2, not L,?.) If B>1, any Cg* operator H can be considered as a 
bounded operator on L_,? if n = B, for H* is a C8 operator, and hence bounded 
on L,%. With this notation, the definition of smoothing of order n given in 
Section 1 can be phrased as follows: an operator T is smoothing of order n 
if T and its adjoint preserve L,? for 0 m<=n, and T is bounded from L,,? 
to Linas? for —n Sm <n. 


THEOREM 2. Suppose H is an elliptic Cg” operator (B41), f€ Ln?, 
g¢€ Ly? (—[B] Sm<nS[B]), and Hf—g. Then fe L,?. 

Proof. Let H’ be any Cg” operator with o(H’)=o(H)*. Since 
o(H’H) =1, H’H =I+K, where I is the identity and K is smoothing of 
order n. From Hf=g we conclude f—H’g—Kf. Here Kf€ Lm.” and 
H’g € L,? so that, since m <n, we can conclude that f € Lm..?. This argument 
can be repeated until we have f € L,?. 


THEOREM 3. Let H be an elliptic Cg® operator, considered as an operator 
on some L?, 1 <p <0, and let H* be its adjoint, an operator on L4. Then 


i) the nullities of H and H* are finite and equal; 
ii) the range of H is the orthogonal complement of the null space of H*. 


Proof. (i) Let H’ be a Cg® operator, invertible on L?, with o(H’) 
=0o(H)*, so that H’H=I-+K with K completely continuous. Then, 
writing v(A) for the dimension of the null space of A, v(H).—v(H’H) 
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= yv(H*H’*) =v(H*). The second equality here is the standard result that 
v(I+K) =v(I1+ K*) for completely continuous K. It is also standard that 
v(I[+ K) is finite. 


(ii) We say f€ is orthogonal to g€ when fg* dv=0, and 


denote the orthogonal complement of a set S in L? or L2 by St. Let N be 
the null space of H* and F the range of H. Then it is trivial that R C NL 
and Ri CWN. Since N is a closed linear subspace of Z1, Nit—WN; thus we 
find by taking further annihilators of the above inclusions that (closure of 
R)=R1il—WN1. It remains to prove that RF is closed. To do this, let H’ 
be any Cg® operator with o(H’H) —1, so that H’H=I+K. Then as in 
the proof of (i) we deduce that N is finite dimensional, so that it has a closed 
linear complement Z in L?; i.e. L? is the direct sum of N and L. For any g 
in F there is a unique f in Z with Hf—g. Moreover there is a constant A 
such that, for all such g and f, || f || = A||g9|]. To see this, suppose the con- 
trary, i.e., suppose there is a sequence f, with || f, || —1 and Hf,—-0. Then 
H’Hf,=fn+Kfn— 0. Since K is completely continuous, we can assume that 
Kf, converges, so that f, converges to some function fy. Since L is closed, 
fo€ L; since Hf, > 0, Hf, = 0, and fp = 0, which contradicts || f, || Thus 
Now let g,€R and g,—>g. Pick f, in L with Hf,—49,. 
Then f, is a bounded sequence. Pick a subsequence f’, such that Kf’, con- 
verges, and let g’n =Hf'n. Then H’Hf’,—fin + H’g, so that 
fn converges to an element f in Z. Clearly Hf=—g. Thus R, the range of H, 
is closed. 

This completes the proof of Theorem 3. Part (ii) is practically the same 
as a proof given in Mihlin for L* ([3], pp. 33-34), and does not require 
Theorem 1. Theorem 2 does not require Theorem 1 either. 


Corotuary. If f € L™ for some po, H 1s an elliptic Cg” operator, Hf 
and g € L? for all p, then f € L? for all p. 


Proof. Let S(p) be the set of functions ¢ in L? satisfying H¢ =9. 
S(p) is a coset in L? of finite dimension v(p). Since L?D L* for py’, 
v(p) is a non-increasing function of p. But v(p) —dimension of null-space 
of H on L? = dimension of null-space of H* on (¢=p/(p—1)), which 
is a non-decreasing function of p. Thus v(p) is constant, and S(p) is 
independent of p, so that the solutions in Z® are the same as those in L?. 


THEOREM 4. Suppose H 1s an elliptic Cg” operator, B>1, f€ Lm™, 
Hf =g, and for all p, g€ Ly’, with n=0, and —[B] Sm<n[B]. Then 


~2 
or 
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fe Ln for all p. If nZ1, then f is of class n—1, t.e. f has continuous 
partial derwatives of order n—1. 


Proof. By Theorem 2, f€ L%. By the corollary above, f¢€ L? for all p. 
By Theorem 2 again, f€ Lp? for all p. In case n=1, a Sobolev lemma shows 
that f is of class n—1. 


Remark. Theorem 8 could be proved for LZ,” in place of L?, with a little 
more attention to the nature of Cg” operators with vanishing symbol. Then 
the restriction to n = 0 for the first conclusion in Theorem 4 could be removed. 


HARVEY MuppD COLLEGE. 
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BIEBERBACH’S THEOREM ON SPACE GROUPS AND DISCRETE 
UNIFORM SUBGROUPS OF LIE GROUPS, II.* 


By Louis AUSLANDER.? 


Introduction. In the previous paper [1], with essentially the above 
title and henceforth called I, we discussed generalizations of the classical 
Bieberbach theorems. Our main result, listed as Theorem 1 in I was the 
following: Let N be a connected, simply connected nilpotent Lie group and let 
C be any compact Lie group of automorphisms of NV. Further, let T be a 
discrete uniform subgroup of N-C, where the dote denots the semi-direct 
product. Then TN N is uniform in N (H is uniform in G if G/H is compact) 
and T/f'n N is a finite group. At the end of I, we gave an example to show 
that the above result is false if NV is replaced by a connected, simply connected 
solvable Lie group. It is the purpose of this paper to generalize the above 
result in two directions. Our main tool theorem is the following: 


THEOREM 1. Let 8 be a connected, simply connected solvable Lie group 
and let C be a compact group of automorphisms of S. Further, let T be a 
discrete (not necessarily uniform) subgroup of S-C and let TS be the closure 
of the group generated by the elements of T and 8. Then the identity com- 
ponent of TS is solvable. 


From this we can deduce the following two results. 


THEOREM 2. Let T be a discrete uniform subgroup of S-C, where 8, 
Cand §-C are as above. Then there exists a subgroup I* of finite index in T 
such that T* ts a discrete uniform subgroup of a connected simply connected 
solvable Lie group S*, where dim. S = dim. 8*. 


THeorEM 3. Let © be a discrete subgroup of N-C, where N 1s a 
connected, simply connected nilpotent Lie group, C is a compact group of 
automorphisms of N and the dot denotes the semt-direct product. Then there 
exists a subgroup I* of finite index in T and a connected subgroup N* of N 
such that T* ts a uniform subgroup of N*. 


* Received December 9, 1960. 
1 Research supported by N. S. F. Grant 15565 and O. O. R. contract S A R-DA- 
19-020-ORD-5254. 
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Before proving our results a general word about method of proof may 
be in order. In I, we essentially used the same outline of proof as originally 
used by Bieberbach. In this paper, this is no longer the case. This paper 
indeed contains a new proof of the main theorem in I and can be read without 
reference to the results in I. 


1. Proof of Theorem 1. 


Lemma 1. Let O(n) denote the orthogonal group and let y,n€ O(n). 
Then there is a neighborhood U of the identity in O(n) such that if y,n€ U 
and yn ny, then y will not commute with yyy (y,7). 


Proof. Let us assume that y and (y,7) commute. Then y and yy" 
commute. Hence y can be represented as a permutation of the invariant 
space of y-* or y amongst themselves followed by a mapping of these spaces 
onto themselves. Hence if » is sufficiently close to the identity » can only 
map these invariant spaces onto themselves. Hence 7 and y commute. This 
contradiction proves the lemma. 


Lemma 2. Let G be a Lie group. Then there is a neighborhood W of 
the identity in G such that for any g1,92€ W, (91,92) € W. 


Proof. Take canonical coordinates. The coordinates of (7,y) can be 
represented as power series in the coordinates of z and y with quadratic 
leading terms. 


Lemma 3. Let S-C be as in Theorem 1 and let A be any normal, 
connected, simply connected abelian subgroup of S:C. Assume that there 
exist elements in D whose images in S-C/A are arbitrarily close to the identity 
and, further, in the image of these elements in S-C/S, there are elements 
arbitrarily close to the identity which do not commute. Then D 1s not discrete. 


Proof. Choose y1,y2€ D such that 


1. The images of y, and y2 in S-C/A satisfy the hypothesis of Lemma 2 
with G replaced by C/A. 


2. The images of y, and yz in C satisfy the hypothesis of Lemma 1. 
Then choose y= x;y; such that y;€ A and 2; satisfies the hypothesis of Lemma 
2 for @=—S-C. This is possible by the standard Lie group theory concerning 
existence of local cross-sections. Then 


(y1, ¥2) = (21, 2) ad [ (ad —I)y: + (I —ad(2,)) ], 
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where ad(x) denotes the automorphism of A induced by z*Az. We may 
now choose x, and x, so small that | ad(2;)—I|< 107. If we now form 
the series y1, (y1; (y1(y1 y2) the x components remain in a bounded 
neighborhood of the identity by Lemma 2 and the components in A are easily 
seen to be bounded. But by Lemma 1, this series can never become the 
identity element from some index on. Hence D is not discrete. 


Proof of Theorem 1. Let us assume that the theorem is false. Then let 
the identity component of TS be denoted by G*. Hence there exist in TS/§ 
elements arbitrarily close to the identity which do not commute. Let 
S?==[S,S], where [ , ] denotes the commutator subgroup of the group in 
the bracket, and let S*=—=[S*1,S**], where S*—1. Consider the group 
G*/S*. We wish to apply Lemma 3 to this group. We let C=G*/S and 
A=S=S/S? and let D—T/S*. Then is not discrete in G*/S? and 
we may seek to apply Lemma 3 again, but this time to the group G*/S*. 
Again let C=G*/S. Let S=S8/S*, A —S?/S* and D—T/S*. Again we 
see that the hypothesis to Lemma 3 is satisfied and I'/S* is not discrete in 
G*/S*. For the k step of the induction let D—G*/S, S=S/S™, 
A = S*/S** and D=T/S*!. Then again Lemma 3 tells us that I/S** 
is not discrete. Hence at the r—1 step of the induction we get T/S'=Tf 
is not disecrete. This contradiction proves Theorem 1. 


Remark. It might be worth noting here that Lemma 3 in the special 
case where S =A can be used to provide an elementary proof of the classical 
Bieberbach Theorem. For let W CA be the subspace of A spanned by the 
pure translations of fT. Then IT induces an action on A/W; i.e. we have a 
homomorphism of I into the group of rigid motions of A/W such that the 
identification space of A/W is a compact manifold. Further, the image of I 
contains no pure translations. Since the identity component of TA is solvable, 
the identity component of TA/A is abelian and it is then easy to see the 
above is impossible. Hence contains dim. A linearly independent transla- 
tions and the identity component of TA must be A. 


2. Proof of Theorem 2. 


THEOREM 2. Let T be a discrete uniform subgroup of S-C. Then 
there exists a subgroup T* of finite index in T such that T* is the discrete 
uniform subgroup of the solvable Lie group S*. 


Proof. Let G equal the identity component of TS and let P* = G. 
Now, since G/S is a compact solvable group, G/S=T is abelian and the 
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commutator subgroup of G,(G,G), is contained in S. Let M denote the 
maximal analytic nilpotent normal subgroup of S and let M* denote the 
maximal normal analytic nilpotent subgroup of G. Then since M is a charac- 
teristic subgroup of S, M is normal in G and hence MC M*. Further, it is 
trivial to verify that M*/M —T* is compact. Hence M* is isomorphic to 
M-T*. Now T* must act trivially on M. But since G/M is solvable and 
S/M is abelian, T* must act trivially on S/M. Hence since T* is compact, 
it acts trivially on S and it is, therefore, the trivial group. This shows that 
M is the maximal normal nilpotent analytic subgroup of G. But then 
M2D(G,G@). Hence G/M is abelian and isomorphic to the direct sum of T 
and S/M. 

By a theorem of Mostow’s [4] TM is closed in G. Hence T/MNT=I* 
is a discrete uniform subgroup in 7 @ S/M, where @ denotes the direct sum. 
But if dim. S/M —r, this means that I* is free abelian on r generators, say 
z1,' °°; 2 Since the exponential mapping is onto in G/M, we may choose 
one parameter groups P,(t),- -,P,(¢) such that P,(1) =4, t—1,-- 
Let S* be the subgroup of G generated by P,(t),- - -,P,(¢) and M. Clearly 
S* satisfies the conclusions of our theorem. 


3. Proof of Theorem 3. 


THEOREM 3. Let T be a discrete subgroup of N-C, where N is a con- 
nected, simply connected nilpotent Lie group, C is a compact group of auto- 
morphisms of N and the dot denotes the semt-direct product. Then there 
exists a subgroup of I* of finite index in T and a connected subgroup N* of 
N such that T* is a uniform subgroup of N*. 


Proof. Consider the identity component G of TN and let T*—GNOT. 
By Theorem 1, G@ is solvable and since G/N =T is compact, it is abelian. 
Let W be the analytic subgroup of N left point-wise fixed under T. Now 
let T,*=—T*ON. We assert that ©,* C W. This follows from the fact 
that I',* is normal in I* and the action of ['* on T,* coming from components 
in T must be unimodular. This means that no element can be close to the 
identity. But from the definition of G, we can conclude that I* acts trivially 
on or C W. 

We now assert that we may choose a semi-direct product representation 
for G such that for all y€ T,*y—=w-c, where w€ W and c€ C. To see this, 
we choose yo € I'* such that the subgroup of WN left point-wise fixed is exactly 
W. Now applying the arguments in [2], we see that we can choose n,€ N 
such that n.N- Tn, will be the desired semi-direct product for the single 
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element m). But now if y¢€ I* did not have the desired form in this semi- 
direct product representation, yoyyo*y?~N MIT* would not le in W. This 
proves the assertion. 

Hence we have imbedded ['* in W @ T, where W is a connected, simply 
connected nilpotent Lie group and 7 is a compact torus group. Since I* is 
discrete in V-C, ©*/I* 1 T ~I* and I™ is a discrete subgroup of the group 
W. Now Theorem 3 follows from the standard theorems on discrete subgroups 
of nilpotent Lie groups. 
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ORTHOGONALE GRUPPEN UBER LOKALEN RINGEN.* 


Von WILHELM KLINGENBERG. 


1. Resultate. 


1.0. In einer friiheren Note [5] hatten wir die Struktur der linearen 
Gruppen iiber einem lokalen Ring bestimmt. In der vorliegenden Arbeit setzen 
wir das Studium der klassischen Gruppen iiber einem lokalen Ring fort mit 
der Untersuchung der orthogonalen Gruppen. 

Das Hauptergebnis (siehe Theorem 6 unten) ist eine vollstindige Be- 
stimmung der invarianten Untergruppen einer orthogonalen Gruppe vom 
nicht-kompakten Typ iiber einem lokalen Ring Z der Charakteristik ~2. 
Abgesehen von einigen Ausnahmefillen in niedrigen Dimensionen, ergibt sich 
das Folgende: Die Menge der invarianten Untergruppen zerfallt in disjunkte 
Klassen @(J), die den Idealen J von L entsprechen. Jede Klasse hat, 
beziiglich der Inklusion, ein grésstes und ein kleinstes Element, die durch 
gewisse Kongruenzuntergruppen modulo J reprisentiert werden, und jede 
Gruppe, die zwischen den extremalen Elementen der Klasse @ (J) liegt, gehért 
zu der Klasse @ (J). 

Von derselben Art ist die Verteilung der invarianten Untergruppen bei 
der Kommutatorgruppe der orthogonalen Gruppe; in diesem Falle enthalt 
jede Klasse @(J) hoéchstens zwei Elemente, und dann hat das kleinere den 
Index 2 in dem grosseren. 

Die Struktur der orthogonalen Gruppen iiber einem lokalen Ring ist also 
von derselben Art, wie die Struktur der linearen Gruppen iiber einem solchen 
Ring: Wir hatten in [5] gezeigt, dass auch fiir eine lineare Gruppe iiber 
einem lokalen Ring die invarianten Untergruppen in Klassen zerfallen, die 
den Idealen entsprechen, so dass jede Klasse ein grésstes und ein kleinstes 
Klement enthalt und jede Gruppe dazwischen zu der Klasse gehért. Man kann 
also erwarten, dass dieses die typische Verteilung der invarianten Unter- 
gruppen einer klassischen Gruppe iiber einem lokalen Ring ist. 

Falls der lokale Ring Z nur die Ideale Z und 0 besitzt, d.h., falls Z ein 
Korper ist, so erhalten wir die bekannten Ergebnisse von Dieudonné [3], [4] 
iiber die orthogonalen Gruppen iiber einem Kérper. 


* Received November 28, 1960. 
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1.1. Grundlegende Definitionen. Ein lokaler Ring L ist ein kommu- 
tativer Ring mit Eins und einem grossten Ideal J AL. L* —L—T ist eine 
Gruppe unter der Multiplikation. Das homomorphe Bild eines lokalen Ringes, 
wenn es nicht der Nullring ist, ist wieder ein lokaler Ring. L/I ist ein 


Korper. 
Wir setzen voraus: char L/I ~2. 


Unter einem (n-dimensionalen) Vektorraum tiber L verstehen wir einen 
L-Modul isomorph zu L", n=1. Sei © eine symmetrische Bilinearform auf 
dem Vektorraum M. © bestimmt einen Homomorphismus ds: M— M* von 
M in den dualen Raum M*, vgl. Bourbaki [2]. ® heisst nichtentartet, wenn 
de ein Isomorphismus ist. 

Unter einem metrischen Vektorraum (tiber dem lokalen Ring L) ver- 
stehen wir einen Vektorraum iiber L, auf dem eine nichtentartete symmetrische 
Bilinearform ® gegeben ist. Bezeichnung: V oder V(L). 

Sei V ein metrischer Vektorraum. Ein Unterraum von V, U, ist ein 
Untermodul von V, betrachtet als L-Modul, mit folgenden Kigenschaften: 
(i) U ist direkter Summand in V, (ii) Kern(de|U) ist direkter Summand 
in V. 

Hier und im folgenden bezeichnet ds|U die durch die Einschrankung 
von ® auf U erklarte lineare Abbildung dsjy~ von U in den dualen Raum U’*, 
das heisst, fiir (Y¥,Y)€U XU ist (ds| U)(X)(Y) =#(X,Y). 

Falls L ein Korper, so ist jeder Untermodul ein Unterraum. Sei U ein 
Unterraum. Der von dsU C V* annullierte Untermodul U® est wieder ein 
Unterraum; wir nennen ihn den zu U orthogonalen Unterraum. Es ist 
dim U + dim U°=dim V und U®% =U. Ein Unterraum U von V heisst 
isotrop, wenn Kern(ds|U) 0, und totalisotrop, wenn Kern(ds|U) =U. 
Beispiele von nichtisotropen Unterriumen (das sind Unterraume U mit 
Kern(ds|U) =0) sind V und 0. 0 ist gleichzeitig totalisotrop. 

Ein Vektor X € V heisst nichtisotrop, wenn der von X erzeugte Unter- 
modul <X) ein nichtisotroper Unterraum 0 ist. X heisst isotrop, wenn <X) 
ein isotroper Unterraum ist. Ein nichtisotroper Vektor X ist gekennzeichnet 
durch @(X,X)¢€L*. Ein isotroper Vektor X ist gekennzeichnet durch 
X ~0 modulo J und 6(X,X) —0. 

Seien V und V’ metrisches Vektorriume. Ein Isomorphismus von V 
in V’ heisst auch Isometrie. 

Unter der orthogonalen Gruppe von V, O(V), verstehen wir die Gruppe 
der Isometrien von V auf sich. Die Isometrien mit Determinante 1 bilden 
die speztelle orthogonale Gruppe von V, SO(V). 
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1.2. Die Theoreme von Witt und Cartan-Dieudonné. Ein erstes wich- 
tiges Ergebnis ist die Ubertragung des Theorems von Witt auf metrische 


Vektorriume iiber einem lokalen Ring: 


THEOREM 1. Seien V und V’ metrische Vektorraume iiber einem lokalen 
Ring. Es gebe eine Isometrie von V auf V’. Wenno: UV’ eine Isometrie 
eines Unterraumes U von V in V’ ist, so gibt es eine Isometrie von V auf V’, 


die eine Fortsetzung von o ist. 


Als eine der Folgerungen haben wir, dass je zwei maximale totalisotrope 
Unterriume von V dieselbe Dimension haben. Diese Dimension heisst der 
Index von V, indV. Ks gilt 2indV S dim V. 

Sei U ein nichtisotroper Unterraum. Dann ist V—U41U° (direkte 
Summe). Die Symmetrie beziiglich U ist die Isometrie o von V, die gegeben 
ist durch | U =1 und o| U0 =—1. 

Besonderns wichtig sind die Symmetrien beziiglich (nichtisotroper) Hy- 
perebenen (das sind Unterriume der Kodimension 1). In Verallgemeinerung 
eines Resultats von E. Cartan und Dieudonné gilt das 


THEOREM 2. Sei n=dimV=Z2. Jedes Element O(V) rst das 
Produkt von héchstens 2n—2 Symmetrien an Hyperebenen. Dann und nur 
dann, wenn € SO(V), ist die Anzahl der Symmetrien gerade. 


1.3. Die Kongruenzuntergruppen. Sei J ein Ideal in L mit J CI. 
Der natiirliche Homomorphismus gy: L— L/J bestimmt einen natiirlichen 
Homomorphismus (den wir wiederum mit g, bezeichnen) 


(1) gs: V(L) > V(L/J) 


von V—V(L) auf den metrischen Vektorraum V(L/J) iiber dem lokalen 
Ring L/J, dessen nichtentartete symmetrische Bilinearform #, festgelegt ist 
durch die Identitat @;(g)X,gsY) =gs®(X,Y) fiir (X,Y)EVXV. Wir 
erkliren V(L/L) als 0-Modul und lassen in (1) jetzt auch das Ideal 
J=L zm. 


Der Homomorphismus gy, (1), bestimmt einen Homomorphismus 
(2) hy: O(V(L)) O(V(L/J)) 


durch die Festsetzung hyogy=g yo fiir o€ O(V). Hier soll O(V(L/L)) 
die Einheitsgruppe HZ sein. Ebenso setzen wir SO(V(L/L)) =E. 

Wenn wir absehen von den Fallen, dass g,V = V(L/I) die hyperbolische 
Ebene (d.h., dimg;V 2, indg;V iiber dem Kéorper L/I =F; ist, 
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dann ist Zentrum O(V) = {1,—1}, wo 1 die Identitét ist und —1 die 
Symmetrie am Unterraum 0. 

Sei J ein Ideal in L. Unter der Kongruenzgruppe mod J von V, O(V,.J), 
verstehen wir die invariante Untergruppe von O(V), die aus den Elementen 
c€O(V) besteht mit hyo€ ZentrumO(g;V). Unter der speziellen Kon- 
gruenzuntergruppe modJ von V, SO(V,J), verstehen wir die Gruppe 
SO(V) NO(V,/). 

Wenn g;V nicht die hyperbolische Ebene iiber L/J =F; ist, so besteht 
O(V,/), fiir J CI, aus den c€ O(V) mit hys—1 oder —1. Insbesondere 
ist O(V,L)=O(V), O(V,0) =ZentrumO(V), SO(V,L) =SO(V), 
SO(V,0) =SO(V) NM Zentrum O(V). 

Sei J ein Ideal von L. Unter der Kongruenz-Kommutatorgruppe mod J 
von V, 2(V,/), verstehen wir die gemischte Kommutatorgruppe von O(V) 
und O(V,/). Fir 0(V,L), d.h., fiir die Kommutatorgruppe von O(V), 
schreiben wir auch Q(V). Wir erkliren Q(V(L/L)) durch £. 

Eine erste Kennzeichnung der Kongruenz-Kommutatorgruppen liefert 
das 

THEOREM 3. Sei dimV=3. Sei J ein Ideal in L. 


(i) Q(V,7) wt die gemischte Kommutatorgruppe von SO(V) und 
SO(V,/). 


(ii) OQ(V,J) wird erzeugt von den Elementen (rr’)?, wo + und 7’ 
Symmetrien an Hyperebenen sind und hy(rr’) =1. 


Zu den Folgerungen aus diesem Theorem gehort, fiir dimV=3: 
SO(V)/Q(V) ist kommutativ und jedes Element hat eine Ordnung <2. 
Zentralisator SO(V) = Zentralisator Q(V) = {1,—1}, also Zentrum SO(V) 
=SO(V)N {1,—1}, Zentrumo(V) =Q(V) nN {1,—1}. Fir ein Ideal 
J CI ist SO(V,J)=h,"* Zentrum SO(g,V). 


1.4. Die Cliffordalgebra. Hine zweite Charakteristerung der Kongruenz- 
Kommutatorgruppen mit Hilfe der Spinornorm fiir ndV=1. Die Clifford- 
algebra tiber V, C(V), ist in der iiblichen Weise erklairt, vgl. Bourbaki [2]. 
C*(V) bezeichne die Unteralgebra, die erzeugt wird von den Produkten aus 
einer geraden Anzahl von Vektoren, aufgefasst als Elemente von C(V). In 
der multiplikativen Gruppe von C*+(V) haben wir die spezielle Cliffordgruppe, 
D(V), bestehend aus den Produkten einer geraden Anzahl von nichtiso- 
tropen Vektoren. 


D(V)/L* ist kanonisch isomorph zu SO(V). Dieser Isomorphismus 
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induziert einen Homomorphismus 6: SO(V) L*/L**, der Spinornorm 
heisst. Kern @ heisst reduzierte orthogonale Gruppe, O’(V). 

Es ist Q(V) CO’(V). Falls ind V=1, so fallen diese beiden Gruppen 
zusammen, und die Spinorum iibernimmt fiir die orthogonalen Gruppen die 
Rolle, die Determinante fiir die linearen Gruppen spielt: 


THEOREM 4. Sei J ein Ideal in L mit JCI. Es bezeichne 0; den 
Homomorphismus 


6X hy: SO(V) > (8(c), hyo) € L*/L** K SO(gsV). 


(i) Sei dimV oder indV=1. Dann ist 
Kern@=Q(V), Kerné;=Q(V,J). 


(ii) SetindV21. Dann rst 
SO(V)/Q(V) isomorph zu Bild(6) = L*/L*?. 
Set ausserdem dim V = 3. Dann ist 
SO(V,J)/Q(V,J) isomorph zu Bild (6;|SO(V,J)) =Unter- 
gruppe der Paare (aL**,c) in L*/L** Zentrum SO(g;V) mit 
gsaL*? = 6(c). 


(iii) Sei dimV 23, indV=21. 
Dann ist (SO(V,J) NQ(V))/Q(V,7) isomorph zu Zentrum 
Q(gsV ) 


1.5. Die Struktur der orthogonalen Gruppen fiir dimVX4. Die 
Cliffordalgebra C(V) iiber V liefert, fiir dimV <4, in natiirlicher Weise 
Isomorphismen von Gruppen SO(V) in projektive lineare Gruppen in 2 
Variablen. Diese Isomorphismen sind fundamental fiir die Bestimmung der 
Struktur orthogonaler Gruppen von beliebig dimensionalen Raumen, vgl. 1.6. 


THEOREM 5. 


(i) Sei dimV=2. (a) Set indV=—indg;V =0. Dann ist SO(V) 
isomorph L’*/L*, wo L’ =L((—A)*) ein lokaler Ring ist, der 
aus L durch quadratische Erweiterung mit einem Element —A, 
A€ 6(—1), entsteht. 
(b) Set indV=1. Dann ist SO(V) isomorph L*. 


(ii) Set dimV=3 und indV=1. Dann ist SO(V) isomorph zu 
PGL(2,L) = GL (2, L)/Zentrum GL (2, L). 


(iii) SetdimV=4. (a) SecindV—indg,V—1. Dann ist PSO(V) 
= SO(V)/ZentrumSO(V) isomorph zu einer Untergruppe von 


die 
J), 
ten 
on- 
J 
’) 
); 
rt 
| 


WILHELM KLINGENBERG. 


PGL (2, L’), die PSL (2, L’) umfasst, wober L’ = L(A5) ein lokaler 
Ring ist, der aus L durch quadratische Erweiterung mit einem 
Element A€ 6(—1) entsteht. 

(b) Set indV=2. Dann ist PA(V) =Q(V)/ZentrumQ(V) 
isomorph zu PSL(2,L) XK PSL(2,L). 


1.6. Die Struktur der Gruppen SO(V) und Q(V) fiir ind V =1 und 
dimV=3. Seico€ O(V). Unter der Ordnung von o, 0(c), verstehen wir das 
kleinste Ideal J in L so, dass c€ O(V,/). 

Sei G eine Untergruppe von O(V). Unter der Ordnung von G, 0(G), 
verstehen wir das kleinste Ideal J so, dass O(V,J) D G, das heisst, hjG 
C Zentrum O(g;V). 

Offenbar wird 0(G) erzeugt von den Idealen 0(c), wo o die Elemente 
von G@ durchlauft. 

Sei dimV=3. Aus Theorem 3 folgt, dass Q(V,/J) die Ordnung J hat. 
Theorem 4(ii) lehrt, dass SO(V,J7)/Q(V,J) kommutativ ist, und da 2(V,/) 
invariant ist ergibt sich: Jede Untergruppe G von SO(V) mit O(V,J) CG 
C SO(V,/) ist invariant und von der Ordnung J. Unser Hauptergebnis ist, 
dass dieses auch die einzigen invarianten (ja sogar die einzigen unter 0(V) 
invarianten) Untergruppen der Ordnung J von SO(V) sind: 


THEOREM 6. Set indV=1. Set dimV=5 oder dimV=4 und 
ind g;,V =1 oder dimV =3 und L/IAF3. 


(i) Jede Untergruppe G von SO(V) der Ordnung o(G) =J, die 
invariant ist unter 2(V), geniigt den Beziehungen 


(3) 2(V,J) CEC SO(T, J). 


Andererseits ist jede Untergruppe G von SO(V), die den Bezie- 
hungen (3) geniigt, invariant und von der Ordnung J. 


(ii) Hine invariante Untergruppe von Q(V) der Ordnung J ast von 
der Form SO(V,J) NQ(V) oder Q(V,/). 


Korotiar. (Dieudonné [3], [4]) Sei L ein Korper. Unter den an- 
gegebenen Voraussetzungen gilt 


(i) Hine Untergruppe G von SO(V), die invariant ist unter Q(V), 
geniigt einer beiden Beziehungen 
ECGC Zentrum SO(V), 2(V) CECSO(YV). 
Andererseits ist jede Untergruppe G von SO(V), die einer dieser 
Beziehungen geniigt, invariant in SO(V). 
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(ii) Die invarianten und echten Untergruppen von Q(V) gehoren zu 
Zentruma(V). PaA(V) ist einfach. 


1.7%. Bemerkung. Die Beweise der vorstehenden Ergebnisse beruhen auf 
einer Weiterentwicklung und Verfeinerung der Methoden, die, zu einem 
wesentlichen Teil von Dieudonné, fiir die Untersuchung der orthogonalen 
Gruppen iiber einem K6rper entwickelt worden sind. 

Insbesondere wird Theorem 6 dadurch bewiesen, dass die Struktur von 
SO(V) in Verbindung gebracht wird mit der Struktur der in Theorem 5 (ii) 
und (iii,a) genannten Gruppen, also mit projektiven linearen Gruppen in 2 
Variablen. Die Struktur dieser Gruppen hinwieder ergibt sich aus friiheren 
Untersuchungen [5] von uns vgl. den Anhang. 

Im iibrigen schliessen wir uns in den Bezeichnungen und in den Beweisen 
soweit wie méglich der Darstellung an, die Artin [1] von der Theorie der 
orthogonalen Gruppen iiber einem Korper gegeben hat. Bei den einleitenden 
Abschnitten und bei der Einfiihrung der Cliffordalgebra sei auch verwiesen 


auf Bourbaki [2]. 


2. Allgemeine Theorie der orthogonalen Gruppen. Theorem 1 und 2. 


2.1. Allgemeine Vereinbarungen. Mit L bezeichen wir einen lokalen 
Ring mit grésstem Ideal J AL und char L/I 
Mit V oder auch V(L) bezeichen wir einen metrischen Vektorraum iiber 
Die nichtentartete symmetrische Bilinearform von V werde mit ® be- 


L. 
zeichnet. 


(4) 


den durch dsX (Y) =@(Y,X) =@(X,Y) erklirten Isomorphismus von V, 
aufgefasst als freier L-Modul, in den dualen Z-Modul V*. 

Seien X,Y,Z,:--. Elemente von V. Den von diesen Elementen er- 
zeugten Untermodul bezeichnen wir mit ¢<X,Y,Z,- - 

Fiir das Skalarprodukt ®(X,Y) zweier Vektoren X und Y von V 
schreiben wir auch XY. X? steht fiir YY. Wenn YY = 0, so sagen wir auch: 
X und Y sind orthogonal zueinander. 

Seien U, U, und U, Unterriume von V. Wir sagen: U, und U, bilden 
eine orthogonale Zerlegung von U, in Zeichen: U =U, U2, wenn U direkte 
Summe ist von U, und U, und wenn jeder Vektor von U, orthogonal ist zu 
jedem Vektor von U.. Hier lassen wir auch ausdriicklich den Fall zu, dass 
U,=0, der Nullraum, und U,.=U ist. Sei V=U41W eine orthogonale 
Zerlegung von V. Wenn o: VV’ eine Isometrie von V in den metrischen 


Es bezeichne 


ds: V—vV* 
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Vektorraum V’ ist, so ist o eindeutig bestimmt durch die Restriktionen 
p=o|U:U->V’ und r=o|W: Wir schreiben daher o auch in 
der Form pr. 
Fiir die identische Abbildung von V auf sich, XY—X, schreiben wir 
auch 1, und fiir die Symmetrie an 0, XY ~—X, schreiben wir auch —1. 
Sei A ein nichtisotrenver Vektor. Fiir die Symmetrie an dem zu <A) 
orthogonalen Raum <A>° (vgl. Satz 1) schreiben wir auch ry. 


2.2. Orthogonalitat. 


Satz 1. Sei U ein Unterraum von V. Bezetchne U° den von deU C V* 
annullierten Untermodul von V. U® ist ein Unterraum und es gilt 


(5) dim U + dim U° = dim V. 
Es ist U" =U. Es ist 
(6) U = Kern(ds| U) = Kern(ds | U°) 


U1 U® ist totalisotrop. 


Wenn W ein in U zu UNU® komplementirer Untermodul ist, so ist 
Kern (ds | W) =0, das heisst, W ist ein nichtisotroper Unterraum, und es ist 


(7) U=UNU° 


Bewets. Da dg, (4), ein Isomorphismus ist, ist dsU = U* ein. direkter 
Summand von V*. Also ist auch der von U* annullierte Untermodul U° von 
V direkter Summand und es gilt, wegen dim U = dim U*, (5). Da U° DU 
und dim U® = dim U, ist U® =U. 

Fir X¢€U ist die Eigenschaft: “dpX(Y) = (X,Y) (X) 
fiir alle Y€ U” gleichwertig mit “X € Kern(ds|U)” und gleichwertig mit 
“X€ U°,”” also gilt die erste Gleichung in (6), und aus Symmetriegriinden 
gilt auch die zweite. Das heisst insbesondere, dass Kern (dg | U°) ein direkter 
Summand ist, also U° ein Unterraum. 

Da Kern(ds|UNU°) =UN ist UN totalisotrop. 

Sei W komplementar zu UN U° in U. Fiir X€ UN V° und ZE W haben 
wir XZ Da Kern(dg|W)C Kern(dg|U) =UNU® und 
WNUNU°=0, ist Kern(ds |W) =0, also gilt (7). 


Bemerkung. Sei U ein Unterraum. UM U® heisst Radikal von U, rad U. 
U nichtisotrop ist gleichwertig mit rad U —0. 


Satz 2. Sei U ein Unterraum von V, U® der zu U orthogonale Unter- 
raum. Folgende Eigenschaften sind dquivalent: 


ir 
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(i) U «ist nichtisotrop, 
(ii) U° ist nichtisotrop, 
(iii) 


Beweis. Hs gelte (i), das heisst, dg | U sei ein Isomorphismus. Zu jedem 
YeV gibt es genau ein Y,€U so, dass dpY|U=—dgY,|U, das heisst, 
Yy—-Y°€ U°, es gilt also (iii). (iii) impliziert (i), denn wenn Kern (dg | U) 
«(),s0o UMU°A0 und wegen U°° =U impliziert (ii1) auch (ii) und (ii) 


impliziert wiederum (iil). 


Satz 3. Sei U ein Unterraum von V so, dass X* =0 fiir jedes X€ U. 
Dann ist U totalisotrop. 


Beweis. XY = ((X + Y)*—X*— Y’)/2=—0 fiir beliebige X und Y 
aus U. 


Satz 4. V besitzt eine orthogonale Basis, d.h., es gibt eine Basis Ei, 
1<is<n=dim J, von V so, dass die HE; nichtisotrop sind und E,E, =0 fiir 


k. 


Beweis. Da V nichtisotrop ist, gibt es in V einen nichtisotropen Vektor 
E, (wir setzen stets dim V > 0 voraus). Wenn dim V >1, so folgt aus Satz 
2, dass <H,5°~0 und nichtisotrop ist und von der Dimension n—1. Der 
Beweis ergibt sich also durch Induktion. 


2.3. Die Witt-Zerlegung. Theorem 1. Seien N und M zwei isotrope 
Vektoren in V mit NMJ—1. Wir sagen dann: N, M bilden ein hyper- 
bolisches Paar. 


Sei NV, M ein hyperbolisches Paar. Dann sind N und M modulo J 
linear unabhingig, das heisst, <N, M> ist ein direkter Summand. Da ferner 
Kern(dg | <N, M>) =0, ist <N, M)> sogar ein nichtisotroper Unterraum ; wir 
bezeichnen ihn auch als hyperbolische Ebene. 

Sei U ein nichtisotroper Unterraum. Unter einer Witt-Zerlegung von U 
verstehen wir eine direkte Zerlegung der Form 


(8) U=U’+U"1W 
wobei U’ und U” totalisotrope Riume sind und W nichtisotrop. 


Satz 5. Sei P em nichtisotroper, 2-dimensionaler Unterraum von V. 
Wenn N ein isotroper Vektor in P ist, so gibt es genau einen weiteren iso- 
tropen Vektor M in P mt NM=1. Damit wird P=<N,M). 
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Beweis. Da P nichtisotrop ist, gibt es A€ P mit NA€ L*. Wir setzen 
M =Nz-+ Ay und bestimmen y aus 1 = NAy und z aus 0 = NA2zy + A*y’, 


Satz 6. Sei U ein Unterraum von V und ser U in der Form (7) zerlegt. 
Falls UN U°S0, so set -,N, eine Basis des totalisotropen Raumes 
UNU*. Dann gibt es isotrope Vektoren M,,---,M, im V so, dass Nj, M, 
fiir jedes j, 17 Sr, ein hyperbolisches Paar bilden und so, dass die hyper- 
bolischen Ebenen P;=<N;,M;> paarweise orthogonal auch zu W orthogonal 
sind. Wir erkléren den nichtistropen Raum U durch 


Hier steht an der letzten Stelle eine Witt-Zerlegung von U. 


Beweis. Fir r=0O ist der Satz jedenfalls richtig. Sei r=1 und sei 
der Satz fiir r—1 schon beweisen. Wir setzen Uy) —<N,,- LW. 
Dann ist U,°=U°1<N,>, radU,—rad Wegen 
<N,>°N = <N,, Uo>® = gilt fiir einen Vektor A € U,° mit der Eigen- 
schaft Uo° = U°®+ <A>: AN,€ L*. Daher gibt es auch in U,° ein hyper- 
bolisches Paar der Form N,, M,. Mit P,=<N,, M,> ist auch P,° nichtisotrop, 
und es ist U, C P,°. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es in dem nichtiso- 
tropen Raum P,° einen Raum der Form Up =P, Durch 
U,1P, erkliren wir dann U. 


Satz 7. Sera: UV’ eine Isometrie eines Unterraumes U von V in 
einen metrischen Vektorraum V’. Dann lisst o sich erweitern auf den in 
Satz 6 erklirten, U unfassenden Unterraum U, (9), von V. 


Beweis. Setze oN; = N’; und oW=W’. Fiir =U’ haben wir dann 
die Zerlegung U’ = <N’,,--+,N’,>1W’. Nach Satz 6 gibt es in V’ eine 
Erweiterung von U’ zu U’ mit Hilfe von isotropen Vektoren M’,,: - -, M’,. 
Wenn wir die M;€ U abbilden auf die M’;€ U’, haben wir o auf U erweitert. 


THEOREM 1. Seien V und V’ metrische Vektorriume. Es gebe eine 
Isometrie von V auf V’. Wenn o: UV’ eine Isometrie eines Unterraumes 
U von V in V’ ist, so laisst o sich erweitern zu einer Isometrie von V auf V’. 


Beweis. 1. Sei U eine Erweiterung von U zu einem nichtisotropen Raum, 
wie es sie nach Satz 6 gibt. Nach Satz 7 lisst o sich jedenfalle auf U 
fortsetzen. Wir kénnen daher von vorneherein annehmen, dass U_nicht- 
isotrop ist. 


2. Angenommen, das Theorem ist fiir niedrigere Dimensionen schon 
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bewiesen. Wir schreiben U in der Form U=U,1U>2. Setze cU,;—U’; und 
o|U,=r. Dann lasst + sich auf V erweitern. U,° geht dabei iiber in U’,°, 
insbesondere sind also U,° und U’,° isometrisch. o| U, bildet U2, das ja zu 
U,° gehért, in U’,° ab. Es gibt also eine Erweiterung von o|U, zu einer 
Abbildung A: U,° rLA: V=Ui1LU,° =V’ ist die ge- 


suchte Erweiterung. 


3. Da ein nichtisotroper Unterraum U als orthogonale Summe von 1- 
dimensionalen nichtisotropen Unterriumen dargestellt werden kann (Satz 4), 
geniigt es, das Theorem fiir den Fall U = <A), A nichtisotrop, zu beweisen. 
Sei cA =A’. Sei p: eine Isometrie von V auf V’. Setze p*A’ = B. 
Wenn wir eine Isometrie V-—> V mit = B angeben, dann ist pr: V—> V’ 
eine Erweiterung von o. 

Wegen (A + B)(A—B) =0 ist einer der Vektoren A + B und A—B 
nichtisotrop. Denn wiiren sowohl g;(A +B) als auch g;(A—B) isotrop, 
so wiiren auch g;A und g;B isotrop. Sei also D =A + ¢B, mit e—1 oder —1, 
nichtisotrop. Sei r= rp die Symmetrie an <D>°. Dann ist rA =—eB und 
—1rA cB. + oder —I1r ist also eine Isometrie von V, die A in B iiberfiihrt. 


FoLGgERUNG 1. Je zwei mazimale totalisotrope Unterriume von V sind 
isometrisch. 


Die Dimension eines solehen Raumes heisst Index von V, ind V. 


FOLGERUNG 2. Ausgehend von einem mazximalen totalisotropen Unter- 
raum von V mit den Basiselementen N,,: - -,N,, V, ergeben sich auf 
Grund von Satz 6 r paarweise zueinander orthogonale hyperbolische Ebenen 
H,,- + +,H, in V. Den zu der Summe dieser Ebenen orthogonalen Raum 
bezeichnen wir mit W. Damit erhalten wir fiir V die Darstellung 


(10) r=ind V,ind W =0. 
Durch (10) ist eine Witt-Zerlegung von V bestimmt, vgl. (9). 


FotceruNG 3. Sind U,, U2 isometrische Unterrdume von V, so sind 
auch U,°, U.° isometrisch. 


ErGANzUNG zu THEOREM 1. Seia: U-V eine Isometrie eines Unter- 
raumes U von V in V. Falls dimU + dimradU < dim V, so gibt es unter 
den Erweiterungen von o zu einer Isometrie von V auf V solche, die zu SO(V) 
gehdren, und solche, die nicht zu SO(V) gehéren. 


Beweis. Die Voraussetzung bedeutet, dass der nach Satz 6 zu U gehorige 
Raum U, (9), eine Dimension < dim V hat. Daher gibt es in U® einen nicht- 
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isotropen Vektor A. Sei r—74. Wenn p: V—V eine Erweiterung von o 
ist, so auch rp, und det rp = — det p. 


2.4. Das Zentrum von O(V). 


Satz 8. Sei dimV=3 und ind V =1, das heisst, V enthalte isotrope 
Geraden (—1-dimensionale Unterriume). Seic€ O(V). Se J ein Ideal 
von L so, dass fiir jede isotrope Gerade <N)> gilt: = 95<N>. Dann ist 
hyo = +1. 

Beweits. Die Behauptung ist trivialerweise richtig fiir J=—JL. Wir 
nehmen daher an: J CJ. V enthalt ein hyperbolisches Paar N, M. Es 
sei gyoN =g,Na und gjoM =hjogsM =g;Mb. P°=<N,M)° ist 
nichtisotrop und besitzt eine Basis aus nichtisotropen Vektoren ZH. Wenn wir 
zeigen, dass fiir jeden dieser Vektoren H gilt: gyoH =hjogsH =g Kc mit 
gic = 9,4 = gb, so heisst das, dass hyo eine Homothetie von giV ist, und da 
hyocO(gsV), folgt die Behauptung. 

Wir betrachten jetzt den nichtisotropen Raum U=<N,M,E>. In U 
liegt der isotrope Vektor N—ME?/2+H. Nach Voraussetzung ist 
gso(N — ME?/2 + = — ME?/2 + gsMbE?/2 + grok. 
Hieraus folgt gyoH € g,;U, und da g orthogonal ist zu gyoP = g,P, folgt 
=g Hc und damit gja=gjb = gic. 


Satz 9. Set o ete Isometrie, die alle nichtisotropen Geraden von V 
festlisst. Wenn dann g;V nicht die hyperbolische Ebene iiber dem Primkérper 
L/I =F, ist, so folgt co— +1. 


Beweis. Wir wiahlen eine orthogonale Basis in V. Es seien A, B zwei 
verschiedene Elemente dieser orthogonalen Basis. Nach Voraussetzung haben 
wir oA —Aa und oB=Bb. Wenn wir zeigen, dass a—b, so ist o eine 
Homothetie, und da o eine Isometrie ist, folgt o— +1. 

Falls nicht L/J =F, und gleichzeitig g;<A, B> hyperbolisch ist, so gibt 
es in <A, B) eine nichtisotrope Gerade <Au-+ Bud, die modulo J verschieden 
ist von <A> und <B>, d.h., we L* und ve L*; im Falle L/J =F; ist es z. B. 
die Gerade <A+ By. Aus o(Au-+ Bv) = (Au+ Bv)d=Aau-+ Bbv folgt 
dann a= b. 

Es bleibt der Fall zu betrachten: L/J =F, und g;<A, By hyperbolisch. 
Nach Voraussetzung gibt es dann in <A, B>® einen nichtisotropen Vektor C. 
A+B+C ist nichtisotrop. Aus o(A+B+C)=(A+B+4+C)d=Aa 
+ Bb+ Cc folgt wiederum 


Satz 10. Es sei g;V nicht die hyperbolische Ebene iiber L/I =F. 
Dann ist Zentrum O(V) = {1,— 1}. 
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Bemerkung. Wenn V die hyperbolische Ebene iiber L =F, ist, so ist 
O(V) kommutativ. 


Beweis. Jedenfalls gehéren 1 und —1 zu Zentrum O(V). Falls an- 
dererseits o € Zentrum O(V), so ist o mit der Symmetrie r4 an der nicht- 
isotropen Hyperebene <A>° vertauschbar. o lisst also die nichtisotrope 
(Gerade <A> ungeiindert. Die Behauptung folgt aus Satz 9. 


Symmetrien. Ein Element o€ O(V) heisst Involution, wenn 


Satz 11. Sei c€ O(V) eine Involution. Setze U—Kern(o+1), 
W—Kern(o—1). Dann bilden U und W eine orthogonale Zerlegung von 
V,V=ULW. Fiir o haben wir die Darstellung 


(11) o——1|U11|W, 


d.h., o ist die Symmetrie beziiglich W. Ist umgekehrt V=U1LW eine 
orthogonale Zerlegung von V, so ist dazu durch (11) eine Involution bestimmt. 


Sei o eine Involution. Sei U=Kern(o+1) und W 
—Kern(o—1). Aus ¥= (0 +1)X/2+ (o—1)X/2 folgt: V wird von U 
und W erzeugt. Ferner UM W=0. Fir XY€U und YEW haben wir 
XY =oXo¥ = (—X)Y=—XY=0. Es bleibt noch zu zeigen, dass U 
oder W ein Unterraum ist. Sei A ein nichtisotroper Vektor von V. Dann 
ist einer der Vektoren (o +1)A€ W und (o—1)A€EU nichtisotrop. Wir 
kénnen also annehmen, dass einer der Riume U und W einen nichtisotropen 
Vektor B enthilt. Wegen cB == B ist o | <B>° eine Involution. dim<¢B>° 
=dimV—1. Fiir dim V1 ist die Behauptung richtig, wir kénnen also 


Beweis. 


durch Induktion schliessen, dass U oder W ein Unterraum ist. 
Satz 12. Ser dim V =2. 

(i) Jedes Element o € O(V) lisst sich in der Form 7 oder rr’ schreiben, 
wober r und x’ Symmetrien an nichtisotropen Hyperebenen = Geraden sind. 
Dann und nur dann, wenn o =77’, gehort ¢ zu SO(V). In der Darstellung 
tr’ von o kann + beliebig vorgegeben werden. 

(ii) SO(V) ist kommutativ. 

(iii) Falls g;V nicht die hyperbolische Eben iiber L/I =F, ist, so gibt 
esin SO(V) ein Element o mit hyo? 41. 


Beweis. 1. Seia€ SO(V) und r—74 vorgegeben. Wegen (o-tA — A) 
X + A) =0 ist 1A +A oder 1A —A nichtisotrop. In jedem Falle 
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gibt es also einen nichtisotropen Vektor B mit (o*A—A)B=O und 
A) <B>. Es ist daher —=—QA, also Da 
ratpo + € SO(V), folgt Da jedes Element von O(V), das nicht 
zu SO(V) gehort, in der Form r40 mit o€ SO(V) geschrieben werden kann, 
ist (i) bewiesen. 


2. Zum Beweis von (ii) bemerken wir, dass wir, nach (i), zwei Elemente 
von SO(V) in der Form o, =17; 02 schreiben k6nnen. 


Damit wird 020,027! = == TT3T2T TT1TT =O}. 


3. Zum Beweis von (iii) nehmen wir an: V ist so beschaffen, dass fiir 
jedes SO(V) gilt d.h., h;SO(V) =SO(h;V) besteht nur aus 
Involutionen. Da dim V = 2, kénnen als Involutionen nur in Frage kommen 
1 und —1, das heisst, SO(g;V) besteht aus 2 Elementen. Da SO(g;V) den 
Index 2 in O(g;V) hat, besteht O(g;V) aus 4 Elementen, es gibt also nur 2 
nichtisotrope Geraden in g;V, zwei andere Geraden in g;V miissen isotrop sein, 
giV ist also die hyperbolische Eben iiber F3. 


THEOREM 2. Sei n—=dimV=2. Jedes Element o€ O(V) ist das 
Produkt von S=2n—2 Symmetrien an Hyperebenen. Dann und nur dann 
gehort « zu SO(V), wenn die Anzahl der Symmetrien gerade ist. 


FotceruNG. Der Homomorphismus (2), hy: O(V) > O(gsV), ist sur- 
jektw, und dasselbe gilt fur die Einschrankung hy: SO(V) SO(gsV). 


Bewets. 1. Fiir n=2 folgt die Behauptung aus Satz 12. Wir machen 
einen Induktionsschluss nach n. 


2. Seio€ O(V). Es gebe einen nichtisotropen Vektor A mit oA —e4, 
e=1 oder —1. Dann ist H=<A)>° eine nichtisotrope Hyperebene der 
Dimension n—1 mit cH =H. Setze r4—=+7. Nach Voraussetzung ist o | H 
das Produkt von r= 2n—4 Symmetrien 7, 1SiSr. Wir setzen die 7; 
durch die Identitét auf <A> fort und schreiben dafiir wieder 7;. Jenachdem 
ob e=1 oder —1 ist, dann o 7; oder 7, 1Sisr, d.h., o ist das 


Produkt von S 2n—3, Symmetrien an Hyperebenen. 


3. Sei A nichtisotrop. Wegen (oA + A) (oA —A) ~0 ist cA + A fiir 
= 1 oder —1 nichtisotrop. Sei r= rosea. Dann ist rod =—eA. Nach 2. 
ist to das Produkt von =2n—3 Symmetrien, also o das Produkt von 
= 2n—2 Symmetrien. 


4. Die letzte Behauptung folgt aus der Bemerkung, dass die Symmetrien 
an Hyperebenen nicht zu SO(V) gehéren. 
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5. Zum Beweis der Folgerung bemerken wir, dass die Abbildung (1), 
gs: V(L) > V(L/J), surjektiv ist. J ede Symmetrie an einer nichtisotropen 
Hyperebene in O(V(L/J)) besitzt also ein Urbild in O(V(L)). 


ErGANzUNG zU THEOREM 2. Sei J ein Ideal in I. Jedes Element 
O(V) mit hyo ist das Produkt von (n—1) Elementen der Form 
(rr’), wobei r, 7” Symmetrien an Hyperebenen sind und hy(rr’) =1. 


Beweis. Sei A ein nichtisotroper Vektor. Wegen g;(cA + A) =2gjA 
ist dann auch (oA +A) nichtisotrop. Sei r=74 und r’—ra,o4. Dann ist 
=A, also mit o’ | <A> =1. Die Behauptung folgt jetzt durch 
Induktion. 

3. Die Kongruenz-Kommutatorgruppen. Theorem 3. 

3.1. Hine Kennzeichnung der Kongruenz-Kommutatorgruppen. 

Theorem 3. 


THEOREM 3. Sei dimV=3. J bezeichne ein Ideal von L. 


(i) Q(V,7) =gemischte Kommutatorgruppe von SO(V) und 
SO(V,/). 


(ii) Q(V,/) wird erzeugt von den Elementen 


(rr’)?;7,7° Symmetrien an Hyperebenen mit hy(r7’) = 1. 
FoLGEeruNG 1. Die Kommutatorgruppe Q(V) =Q(V,L) von O(V) ist 
zugleich die Kommutatorgruppe von SO(V) =SO(V,L). Q(V) enthalt das 
Quadrat eines jeden Elementes aus SO(V). SO(V)/Q(V) ist kommutativ 
und jedes Element hat eine Ordnung S 2. 


FOLGERUNG 2. Q(V,J) hat die Ordnung J, d.h., J ist das kleinste 
Ideal K so, dass O(V,K) DQ(V,J). 


FotGEruNG 3. Der Homomorphismus hy: A(V) >Q(gsV) ist surjektiv. 


Beweis. 1. Seic€ O(V,/) und A ein nichtisotrope Vektor. Dann ist 


cA + eA nichtisotrop fiir e—1 oder —1. Damit wird oA 


also to4 = Damit erhalten wir 


(13) = = TAT A) == = 1. 


®. Wir bezeichnen die von den Elementen (12) erzeugte, invariante 


> 
> te 
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Untergruppe mit G(J). Nach Theorem 2 wird O(V) erzeugt von den Sym. 
metrien an Hyperebenen. Die Forme! 


zeigt, dass die gemische Kommutatorgruppe Komm(O(V),O(V,/)) erzeugt 
wird von den Elementen (13) mit o¢ O(V,J). Damit haben wir 


G(J) D Komm(O(V),O(V,7)) Komm(SO(V),SO(V,/) ) 


3. Wir miissen jetzt noch zeigen, dass G(J) enthalten ist in 


Komm(SO(V),SO(V,/)), 


d.h., dass ein erzeugendes Element (12) von G(J) enthalten ist in 
Komm(SO(V),SO(V,J)). Dazu schreiben wir 7 und 7’ aus (12) in der 
Form 74 und rg. Wir zeigen in 4., dass wir uns auf folgenden Fall beschrinken 
kénnen: Die nichtisotropen Vektoren A und B gehoren einer nichtisotropen 
Ebene P an. 

Dann ist auch P° nichtisotrop, dim P?’=n—2=1, es gibt also in P° 
einen nichtisotropen Vektor C. Der 3-dimensionale Raum U =P 1 <C) ist 
dann ebenfalls nichtisotrop und wir haben 


0°, 0°. 


Damit kénnen wir rr’ —rarg auch in der Form schreiben 


(14) rats mit o4 = (—1-7a)|U 11| U2 = (—1-72)|U1L1| 


o4 und og sind Symmetrien an den 2)-dimensionalen Riumen <A> | 
bzw. <B> 1 U°, insbesondere gehoren also und og zu SO(V). Wegen (14) 
kénnen wir das Element (12) auch folgendermassen schreiben : 


(rare)? = (oso)? = 04(op04) 047 € Komm(SO(V),SO(V,/)). 


4, Es seien A und B nichtisotrope Vektoren. Wir miissen noch zeigen, 
dass (rar)? dargestellt werden kann als Produkt von Elementen aus 
Komm(SO(V),SO(V,J)) und von Elementen wo A’ und 
einer nichtisotropen Ebene angehdéren. 

Dazu bemerken wir, dass es zu A und B stets eine Menge nichtisotroper 
Vektoren Aj, OS jr, gibt mit folgenden Eigenschaften:4,—A, A,=—B, 
und in einer nichtisotropen Ebene gelegen, 
1=j=r. In der Tat, falls J C J, so wihlen wir eine orthogonale Basis £;, 
SeiB—=)> Setze A; —F,a,+:---+ 
r=n, Pi,—<Aji,H;>. Falls dagegen J = L, so gibt es einen Vektor C in 
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V so, dass g;C nichtisotrop ist und mit g;A sowie mit g;B eine nichtisotrope 


m- 
Ebene aufspannt. Setze r=2. 
Mit den so eingefiihrten Vektoren Aj, 07 7, haben wir: tats = 74,74, 
1SjSr. Die Formel 


(TATA ) ( TAoTA,) P [ 17 Ag ) o( TA,T Ag) 


zeigt, dass (rarz)* = r4,,.74,)* als Produkt von Elementen aus Komm 
(SO(V),SO(V,/)) und von Elementen (r4,,74,)? geschrieben werden kann. 


5. Zum Beweis der Folgerung 1 bemerken wir: Nach Theorem 2 wird 
SO(V) erzeugt von Elementen der Form (rr’), nach dem soeben Bewiesenen 


n gehéren die Quadrate dieser Erzeugenden zu Q(V). Da Komm SO(V) = Q(V), 
oT ist also SO(V)/Q(V) kommutativ und besitzt ein System von Erzeugenden 
D der Ordnung 2, woraus sich die Behauptung ergibt. 

. 6. Die Ordnung 0(Q(V,J)) von Q(V,/) wird erzeugt von den Ord- 
i nungen 0(c) der Elemente o€ Q(V,/J). Zum Beweis der Folgerung 2 geniigt 
A es also zu zeigen, dass es zu jedem w€ J nichtisotrope Vektoren A und B so 


gibt, dass das Element (rarg)? die Ordnung (w) hat, wo (uw) das von u erzeugte 
Ideal bezeichnet. Falls (w) =, so wihlen wir fiir A und B zwei orthogonale, 
nichtisotrope Vektoren. Falls (uw) CJ, so wahlen wir zwei nichtisotrope 
orthogonale Vektoren A und C und setzen B—=A- Cu. Dann ist 0( 


== (wu). 


%. Die Folgerung 3 ergibt sich, ihnlich wie die Folgerung zu Theorem 2, 


aus der angegebenen Erzeugung von Q(V). 


ErRGANZUNG zU THEOREM 3. Sei dimV=3. Sei J ein Ideal in I. Ein 
Element o€ O(V) mit hyo =1 ist Produkt von Elementen der Form 


(15) 


(pp’), wobet p und p’ Symmetrien an Unterriumen der Dimension 


n—2 sind und hj(pp’) =1. 


Beweis. Nach der Erginzung zu Theorem 2 ist o Produkt von Elementen 


(77’), wo r= 74 und 7’ Symmetrien an Hyperebenen sind und 


=1. Nach Teil 4 des vorangehenden Beweises kénnen wir annehmen, dass 
A und B einer nichtisotropen Ebene angehéren. Auf Grund von (14) kénnen 


wir dann fiir rr’ = schreiben d.h., mit p’ (15). 


3.2. Das Zentrum von SO(V) und Q(V). 


Satz 13. Sei dimV=3. Wenn o€ O(V) vertauschbar ist mit dem 
Quadrat p? eines jeden Elements p€ SO(V), dann ist c= +1. 
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Bewets. 1. Wir zeigen, dass, unter den angegebenen Voraussetzungen, 
a jede nichtisotrope Gerade in sich iiberfiihrt. Dann folgt die Behauptung 
aus Satz 9. 

Sei A ein nichtisotroper Vektor. In <A)>° wahlen wir zwei zueinander 
orthogonale, nichtisotrope Vektoren B und C. Setze P=<A,B)> und Q 
=<A,C>. Dann ist <A>=PNYQ. 


2. Wir schliessen zunachst den Fall aus: L/J =F; und g;P oder g,Q 
hyperbolisch. Dann gibt es nach Satz 12(iii) ein p€ SO(P) mit gip?1. 
Wir setzen p durch die Identitit auf P° fort und bezeichnen dieses Element 
wiederum mit p. Dann ist also p€ SO(V) mit p? | P?=1 und g;(p?| P) 41. 
Wegen = p” gilt auch p? | oP° —1, also cP° = und folglich oP =P. 
Ebenso ergibt sich o2 = Q, also A> = oP 


3. Sei jetzt L/I =F; und g;P sowie g;Q hyperbolisch. Dann ist 9;<B, C) 
nichthyperbolisch. P’ = <A,B+C)>, Q’=<A,B—C) sind nichtisotrop und 
giP’ und g;Q’ sind nichthyperbolisch. Es ist <A>=P’NQ’. Wir kénnen 
schliessen wie in 2., dass ¢<A> = <A). 


4. Sei L/I =F; und genau eine der Ebenen g;P und g;Q hyperbolisch. 
Wir nehmen an, g;P is hyperbolisch, der andere Fall wird ganz analog be- 
handelt. Dann ist g;<B,C> hyperbolisch. 


R=<B,A+C> und S=<¢B,A—C) 


sind nichtisotrop und g;R und g;S sind nichthyperbolisch. Damit folgt wie 
in 2., wegen <B> =RNS, Also auch 
+C>=<A+C> und Folglich o¢A>) = <A) 
oder = <C>. Wir wollen den Fall «<A> = <C> ausschliessen. 

Setze U = <A, B,C). Jedenfalls ist =U. Wir bezeichnen die Ele- 
mente von g;U und O(g;U) jetzt mit einem Querstrich. Auf Grund der 
Folgerung zu Theorem 2 ist das Element chy mit jedem Quadrat p° 
eines p€ SO(U) vertauschbar. Wir betrachten nun das p€ SO(U), das 
gegeben ist durch p(A+B)=(A+8B), pO=(4+8B)+C. Man erkennt: 
Die einzigen Vektoren von U, die invariant bleiben unter p*, sind die Vektoren 
von <A+ B>. Wegen = bleiben auch die Elemente von + B> 
invariant, also + B> = <A + B), also = <AD, A> = ¢AD. 


Satz 14. Sei dimV=3. Der Zentralisator von SO(V) in O(V) ist 
gleich dem Zentralisator von Q(V) in O(V) und besteht aus {1,—1}. Daher 
ist Zentrum SO(V) =SO(V)N ZentrumO(V) und Zentruma(V) =2(V) 
Zentrum O(V). 
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Beweis. Nach Satz 18 ist der Zentralisator der Menge von Quadraten p? 
yon Elementen p€ SO(V) gleich {1,—1}. Nach Folgerung 1 zu Theorem 3 
gehoren diese p* zuQ(V). Nach Satz 10 ist Zentrum O(V) = {1,—1}. 


Satz 15. Sei dimV=83, sei J ein Ideal in J. Dann ist SO(V,/) 
=(ruppe der c€ SO(V) mit hjo€ {1,—1}, fiir dimV gerade, oder, mit 
hyo = 1, fiir dim V ungerade. 


Beweis. SO(V,J) Gruppe der o€ SO(V) mit 
hyo = SO(gsV) 


und hyo € Zentrum O(g;V), d.h., hyo € SO(gsV) ON Zentrum O(g,V) = Zen- 
trum SO(g,V). 


4. Anwendungen der Cliffordalgebra. Theorem 4 und 5. 


4.1. Die Cliffordalgebra iiber V. Fiir die weiteren Untersuchungen 
bendtigen wir die wichtigsten Higenschaften der Cliffordalgebra tiber V. 
Bei der Herleitung dieser Eigenschaften begniigen wir uns mit Andeutungen 
der Beweise, sobald diese ebenso verlaufen wie in dem Fall, dass ZL ein Korper 
ist. Wir verweisen, neben Dieudonné [4] und Artin [1], auf Bourbaki [2], 
wo auch die Cliffordalgebra iiber einem freien Modul betrachtet wird. 


Sei T(V) die Tensoralgebra iiber V. Mit S bezeichnen wir die Unter- 
algebra von 7'(V), die erzeugt wird von den Elementen 


(16) Xev 


von 7'(V), wobei wir V als Untermodul von 7'(V) auffassen. 

Unter der Cliffordalgebra iiber V, C(V), verstehen wir die Quotienten- 
algebra T(V)/S. Das Bild eines XE V CT(V) in C(V) bezeichnen wir 
wieder mit XY. Die Multiplikation in C(V) bezeichnen wir mit (a, 8B) > 408. 

Aus (16) haben wir die Relation 


(17) AXAoY+YoX —2XY. 


Da V eine Basis besitzt, hat auch C(V) eine Basis. Und zwar ist, wenn 
1Sisn=—dim JV, eine orthogonale Basis von V ist, 
(k=0,---,n) eine Basis von C(V). Also dimC(V) = 2". 
Aus (17) folet: H,o#, + #,o fiir i Ak, und = E?. 

Mit C*(V) bezeichnen wir die Unteralgebra von C(V), die erzeugt wird 
von den Produkten einer geraden Anzahl von Vektoren aus V. 
Das Zentrum von C(V) ist gleich L, falls n dim V gerade, und gleich 
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L-+ eyL, falls n ungerade, wobei ey das Produkt aus den n Elementen einer 
orthogonalen Basis von V ist. Es folgt C*(V) NM Zentrum C(V) = L. 

Die Elemente 2€ C(V), die mit jedem X € V antikommutativ sind, d.h, 
ao X ——NXog, sind von der Form «0 oder falls dim V gerade, « = eyc, 
c€ LI. In jedem Falle gehéren diese Elemente also zu C*(V). 

Sei «€ C(V) invertierbar. s(«) bezeichne den inneren Automorphismus: 
BEC(V) Unter der Cliffordgruppe von V, 
R(V), verstehen wir die multiplikative Gruppe derjenigen invertierbaren 
Elemente «€ C(V), fiir die s(a)V—V ist. R(V) NC*(V) heisst spezielle 
Cliffordgruppe von V, D(V). 

Wir behaupten, dass, fiir a€ R(V), s(a)| V: VV eine Isometrie von 
V ist. In der Tat, s(a), angewandt auf (17), lasst die rechte Seite von (17) 
ungindert, wihrend die linke iibergeht in +s8(a)Yos(a)X 
= 2s(a)Xs(a)¥. Den durch «€ R(V)—s(a)| VE O(V) erklirten Homo- 
morphismus bezeichnen wir mit s. Wegen D(V)M Zentrum C(V) = L* ist 
Kern(s | D(V)) = L*. 

Zu der Cliffordgruppe von V, R(V), gehéren insbesondere die nicht- 
isotropen Vektoren B von V. Denn durch B/B? ist B+ erklirt und fiir V ¢ V 
haben wir 


(18) s(B)X oB4 


Hier bezeichnet 7g die Symmetrie an <By°. 
Da nach Theorem 2 jedes o€ O(V) eine Darstellung als Produkt von 
Symmetrien 7g, besitzt, wo die B; nichtisotrope Vektoren sind, folgt aus (18) 


‘tB,€ O(V) impliziert, mit XE V, 
(19) oX = (—1)'s(B,°- -oB,)X 
= (—1)"B,o- -0B,oX 0B,10- 


Sei a€ D(V). s(a)| V=o habe die in (19) angegebene Darstellung. Aus 
(19) folgt s(«%) = (—1)"s(B,°- - -oB,), also s(a-to B,o- -o B,) = (—1)". 
r muss gerade sein. Denn wire r ungerade, so wiirde, da a€ C*(V), 
B=atoB,o---oB, nicht zu C*(V) gehéren und mit jedem XY € V anti- 
kommutativ sein, was wir oben ausgeschlossen haben. Also ist r gerade, 
a€SO(V), BED(V). Wegen Kern(s|D(V)) =L* haben wir «=cB, 
o- - -oB,, mit c€ L* oder, mit B’;—B,c, --oB,. Zusammen- 
fassend gilt also 


Jedes Element a der speziellen Cliffordgruppe D(V) von V ist das 
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Produkt einer geraden Anzahl von nichtisotropen Vektoren. Durch a€ D(V) 
s(a)| Ve O(V) ist ein surjektiver Homomorphismus 


(20) s: D(V) >SO(V) 


gegeben mit 


(21) Kern(s | D(V)) =L*; D(V)/L* isomorph SO(V). 


Es bezeichne «—>& den natiirlichen Antiautomorphismus von C(V), 
der in der Umkehrung der Reihenfolge der Multiplikation besteht. Fiir 
=B,0:--oB,€ D(V) haben wir dann 2o¢—B,0- - -0B,0B,0o- -oB, 
L*. 
N: 2€ D(V)>N(a) =aoae L* 


ist ein Homomorphismus, den wir (Clifford-)Norm nennen. Kern N heisst 
reduzierte Cliffordgruppe von V, D.(V). Das Bild sD,.(V) von Do(V) in 
SO(V) heisst reduzierte orthogonale Gruppe von V, O’(V). Da Kern 
(s| Do(V)) = {1,—1}, folgt 


(23) D.(V)/{1,—1} tsomorph O'(V). 


Sei o€ SO(V). Nach (21) unterscheiden sich zwei Elemente « und a’ 
von D(V) mit s(«) =s(a’) =o um ein Element aus L*. Zu o€ SO(V) 
ist daher N(a)L*? mit s(a) =o eindeutig festgelegt. Der so erklirte 
Homomorphismus 
(24) 6: SO(V) > L*/L*® 
heisst Spinornorm. 

Mit Hilfe von (19) erkennen wir: Falls o€ SO(V) in der Form (19) 
geschrieben ist, so ist 0(¢) —B,?---B,?L**.  Insbesondere, wenn Ji, 
1<ix<n=dim J, eine orthogonale Basis von V ist, und —1¢€ SO(V), so 
wird 6(—1) = - #,?L*?. 

Kern@=O’(V). 

4.2. Dine weitere Kennzeichnung der Kongruenz-Kommutatorgruppen. 
fir ndV=1. Theorem 4. 


Satz 16. Sei dimV—2. 6(—1)=—1-L* ist dquivalent mit ind 
V = 1, 


Beweis. Falls ind V1, so sei N, M ein hyperbolisches Paar in V. 
E,=N+M/2, E,=N—M/2 ist eine orthogonale Basis von V. 6(—1) 
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= = —1-L**, Wenn umgekehrt, fiir eine orthogonale Basis £,, 
E, von V, E,?E,? = —c?, so ist H,H,? + E,c ein isotroper Vektor in V. 


THEOREM 4. (1. Teil) Sei dimV=2. Sei J ein Ideal von L mit 
JCI. Se 


6;=0 X hy: SO(V) (8(c), hyo) € L*/L** SO(g,V). 


Kern@=Q(V). Kerné;=Q(V,/). 


(i) 


(ii) Set indV=1. SO(V)/Q(V) ist isomorph Bild(¢|SO(V)) 
= L*/L**, SO(V,J)/Q(V,J) ist tsomorph Bild(6;|SO(V,J)). Fails 
L/ITAF;, ist SO(V,J)/Q(V,J) isomorph 


Bild (6 | SO(V,J)) 


Beweis. 1. Beweis von (i). Zuniachst ist klar: Q(V) C Kerné und 
Q(V,J) C Kerné;. Sei umgekehrt o€ Kern6. Nach Satz 12 lasst o sich 
in der Form 747g schreiben, mit vorgegebenem nichtisotropen A. Es ist also 
A*B*¢€ L**, Daher gibt es 6€ L* so, dass C—Bb und C?=A?. Nach der 
Erginzung zu Theorem 1 gibt es p€ SO(V) mit pA=C. Damit wird 
Oo = TaTR=TATC = TATpA = Taptap™ € A(V, L) =QA(V). Sei jetzt noch hyo =1 
also o€ Kern6;. hyo =hyratpa =1 bedeutet: hyp<gzA> = <gsA>, d.h., hip 
lasst die nichtisotrope Gerade <g,A» fest, oder auch, hyp ist vertauschbar mit 
der Symmetrie t,,4. Da A beliebig war, ist hyp € ZentrumO(g,V), also 
p€ SO(V,J), also € 2(V,/). 


2. Beweis von (ii). Nach (i) ist jedenfalls SO(V)/Q(V) isomorph 
Bild(@|SO(V)), und dies ist enthalten in L*/L**. Ist andererseits 
aL** € L*/L** vorgegeben, so ist SO(V) und 6(c) =aL*’, 
also Bild 6 = L*/L**. Damit ist der erste Teil von (ii) bewiesen. Sei jetzt 
J CI. Nach (i) ist jedenfalls SO(V,J)/Q(V,J) isomorph Bild(6, | SO(V, /)) 
=Gruppe der Paare (6(c),hso) mit SO(V,/). Wir setzen jetzt 
L/IS~F;, voraus. Nach Satz 10 ist in diesen Paaren dann stets hyo = 1 oder 
—1, also =O(hjo) = 0(1) = (L/J)** oder = 0(—1) = — 1: (L/J)*’, 
nach Satz 16. Also Bild(@|SO(V,J))C g;*{1,—1}/L*. Ist 
€ gy *{1, —1}/L** gegeben, wobei wir annehmen konnen, dass € {1,—1}, 
so ist SO(V,J) mit 6(c) =aL**. Also Bild(6 | SO(V,/)) 
= "*{1,—1}/L**. Es bleibt noch zu zeigen, dass Kern(6|SO(V,//)) 
=0(V,J) ist. Fiir ein SO(V,J) mit 0(c) = L* ist = 
= (L/J)*?, also hyo =1, also c€ 2(V,/). 


(3) 


mit 


")) 
ills 


nd 
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TuroreM 4. (2. Teil) Sei dimV2Z3, ndVZ1. Sei J ein Ideal 
in I. 0, sei erklart durch (25). 


(i) Kern@=a(V). 


(ii) SO(V)/Q(V) ist isomorph Bild(6 | SO(V)) = L*/L*. 
SO(V,J)/Q(V,J) ist isomorph Bild(0,;|SO(V,J)) =Unter- 
gruppe der Paare (aL**,c) € gz Bild(6 | Zentrum SO(g,V) ) /L*? 
Zentrum SO(g;V) mit gjaL** =0(c). 


(iii) (SO(V,J) st isomorph Zentrum 
ForgerunG. (i) Kern(hy: Q(V) =Q(V,/). 


(ii) Falls dim V ungerade, also Zentrum SO(g;V) =1, so ist 
SO(V,J)/Q(V,J7) womorph (L/J)**/L*. 


(iii) Falls dimV ungerade, so ist ZentrumQ(gzV) =1 und folglich 
SO(V,J) NQ(V) 


Beweis. 1. Beweis von (i). Offenbar 0(V) C Kern@ und Q(V,/) 
C Kern@;. Sei jetzt o€ Kern@. Nach Theorem 2 laisst o€ SO(V) sich als 
Produkt [[ rata’ von Elementen schreiben, wo und r4, Symmetrien 
an Hyperebenen sind. Wegen ind V = 1 gibt es in V ein hyperbolisches Paar 
N, M. Setze <N,M>=—P. Zu jedem Paar A, A’ erkliren wir B und B’ 
in P durch B= N+ MA?/?2, B’=N-+MA”/2. Wir haben B? = A? und 
B”? =A’, Daher gibt es « und ¢ mit den Werten 1 oder —1 so, dass 
und (’=A’+ beide nichtisotrop sind. Es ist =—«A 
e’A’. Daher 


und tc B’ = 


Tata’ = ToTaToTO TR’ = [to [ | | [ro To 


d.h., rata’ = Mit w44'€Q(V). Also auch o—[[ —o][ 
mit Q(V). Setze =p. Wegen p| konnen wir p auffassen 
als Element von SO(P), und wegen 6(c) = L*? und 6(w) = L*? ist auch 
§(p) = L**, also nach Theorem 4, Teil 1, (i), p€ Q(P), oder auch pEQ(V), 
also auch wp € Q(V). 

Sei jetzt ausserdem noch hyso=1, J CI, d.h., o€ Kern6;. Nach der 
Erginzung zu Theorem 2 kénnen wir o als Produkt [[ tara’ mit hyrata = 1 
schreiben, d.h., <gyA> = <g Wir koénnen daher annehmen: gjA = g,A’. 
Dann ist auch, fiir die oben konstruierten Vektoren, gyB —g,B’ und, mit 
e=€, = gjC’. Daher auch in = € also in 
o=wp: o€ O(V,/7), und wegen hyo = hyw =1: hyp —1, d.h., nach Theorem 
4, Teil 1, (i), p€Q(V,7), also auch 2(V,/). 
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2. Beweis von (ii). Nach (i) ist jedenfalls SO(V)/Q(V) isomorph 
Bild(#|SO(V)), und dies ist enthalten in L*/L**. Sei N, M ein hyper- 
bolisches Paar in V, setze <N,M>=—P. Nach Theorem 4, 1. Teil, (ii), 
gibt es 7 € SO(P) so, dass 6(o) einen vorgegebenen Wert in L*/L*? annimmt. 
Indem wir o als Element von SO(V) auffassen, erhalten wir Bild(6 | SO(V)) 
= L*/L**, Damit ist der erste Teil in (ii) bewiesen. 

Sei jetzt J CJ. Nach (i) ist jedenfalls SO(V,J)/Q(V,J) isomorph 
Bild(6,; | SO(V,J)) Gruppe der Paare (6(c),hso) mit SO(V,/), also, 
nach Satz 15, mit hys=1 oder, falls dimV gerade, —1. Sei (aL**,c) 
gegeben mit =6(1) = (L/J)**. Wir kénnen annehmen: 
ga=1. SO(V,J) haben wir dann (6(c), 
== (aL*?,1). 

Fiir dim V gerade miissen wir noch den Fall betrachten: aL** gegeben 
mit gjaL** =6(—1]|g,V). Dazu wihlen wir in P°® eine orthogonale Basis 
Zusammen mit N+ M, N—WM liefert dies eine 
orthogonale Basis von V. Wir setzen 


Dann ist 6(—1) =AL*?*. Sei also gjaL** = g,AL**. Wir kénnen annehmen: 
gs4 = 9,4. Dann haben wir fiir 


Oo = ‘TE, € SO(V,J): (0(c), hyo) = (aL*?,—1). 


3. Beweis von (iii). Nach (ii) ist (SO(V,J) NQ(V))/Q(V,~7) iso- 
morph zu Bild(@;|SO(V,J) Q(V)) Gruppe der Paare (6(c),hso0) mit 
6(o) = L** und ZentrumSO(g;V). Das heisst, 6(hio) = gs6(c) 
= (L/J)**, also nach (i), hyo€ Q(g,V). Das Bild ist also isomorph zur 
Gruppe Zentrum SO(g;V) NQ(g,V) = ZentrumQ(g,;V), nach Satz 14. 


4.3. Uber die Gruppen SO(V) fiir dimV=4. Theorem 5. 


Satz 17. Falls dim V = 4, so besteht die spezielle Cliffordgruppe D(V) 
von V aus den Elementen a von C*(V), fiir die aoae L*. 


Beweis. Nach (22) ist fiir jedesa€ D(V) aoae L*. Wenn umgekehrt 
fiir C*(V) gilt L*, so ist durch ein Inverses a? von « 
erklart. Fiir VC C(V) haben wir s(a)X 
Wir erkennen, dass s(¢)X invariant ist unter dem kanonischen Antiauto- 
morphismus von C(V). Da s(a)X nicht zu C*+(V) gehort und dim V = 4, 
muss daher s(a)X zu V gehoren, also a€ D(V). 


THEOREM 5. (i) Sei dim V =2. 
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(a) Set indV=indg;V=0. Dann ist C*(V) ein lokaler Ring L’ 
=I ((—A)3), der aus L durch quadratische Erweiterung mit einem Element 
—A,A€6(—1), entsteht. SO(V) ist isomorph L’*/L*. 


(b) Set indV=1. Dann ist SO(V) tsomorph L*. 


Beweis. 1. Sei indV=indg;V =—0. Sei eine orthogonale Basis 
von V. Setze #,0H,—ey und eyoOey =A. Nach Satz 16 ist 
gi(—A) nicht Quadrat in C*(V) eyL ist also ein lokaler Ring 
L’ mit grésstem Ideal J’ =I-+eyI. Fiir c—a-+eyb wird Ab’. 
L* also genau dann, wenn L’*. Nach Satz 17 ist also D(V) = L’*, 
nach (21) ist SO(V) isomorph L’/L*. 


2. Sei indV=1. Sei N, M ein hyperbolisches Paar in V. Setze 
E,=N+M/2, ey haben wir eyoey—1. 
Setze f—=(1+er)/2, Damit wird C*(V)=L+erL 
=fL+fL isomorph zu L XL, also, nach Satz 17, D(V) isomorph zu 
L* X L* und SO(V) isomorph L*. 

THEOREM 5. (ii) Set dim V=—3,indV=—1. Dann ist SO(V) tsomorph 
zu PGL(2,L). Dabet geht Q(V) aber in PSL(2,L). 

Beweis. Sei N, M ein hyperbolisches Paar in V. Wir betrachten eine 
orthogonale Basis von V der Form = N+ M/2, E3. Setze 
f,~=a€ L*. Die Cliffordalgebra C*(V) besitzt als Basis die Elemente 1, 
= F3, 1g = Ey, 13 == Damit haben wir 

01, = i, == — 1, 04, == — 1,0, O44 Ot, == 15, 
O 1g == — 13 01, == — ty, O 1g = — A, 13 Ot, = 1. 


Wenn wir also der Basis {1,1,, 12,13} von C*(V) die Basis 


1 0 0 a 0a 1 0 

0 1)’ 1 —1 0 —l 
der L-Algebra M(2,Z) der (2,2)-Matrizen iiber Z zuordnen, erhalten wir 
einen Isomorphismus 


(26) C+(V) > M(2,L) mit 2o%—det g(a). 


Wegen Satz 17 liefert ¢, (26), einen Isomorphismus von D(V) auf GL(2,L) 
=multiplikative Gruppe der invertierbaren Matrizen in M(2,L). Das 
Zentrum L* von D(V) geht unter ¢ iiber in das Zentrum von GL(2,L). 
Wegen (21) ist also SO(V) isomorph zu D(V)/L* und dies ist isomorph zu 


PGL(2,L) = GL (2, L) /Zentrum GL (2, 
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Aus (26) erkennen wir, dass D,(V) unter ¢ iibergeht in SL(2,L). Wegen 
Theorem 4 (i) und (23) ist Q(V) =O’(V) isomorph Do(V)/(Do(V) N L*) 
und dies ist also isomorph zu PSL(2,L) =SL(2,L)/(SL(2, L) N Zentrum 
GL(2,L)) =S8L(2,L)/{1,—1}. 


ErGAnzune zu THEOREM 5 (ii). Sei J ein Ideal in I. Bet dem Isomor- 
phismus von SO(V) auf PGL(2,L) geht SO(V,J) tiber in PGC(2,L,J) 
und Q2(V,/) geht iiber in PSC (2,L,/). 


Bemerkung. Fiir die Definition und die wichtigsten Eigenschaften der 
Gruppen GC(2,LZ,J) und SC(2,L,/) vgl. den Anhang. 


Beweis. Bei dem Isomorphismus ¢, (26), besteht ¢*GC(2,L,/) aus den 
a€D(V) mit hj«€ Zentrum D(g,V) = (L//J)*, wobei wir mit D(V) 
— D(g;V) wiederum den natiirlichen Homomorphismus bezeichnen. Bei 
dem Homomorphismus s, (20), geht C D(V) 
iiber in die Gruppe der Elemente o€ SO(V) mit hyo =—1, d.h., da Zentrum 
SO(g;V) =1, in die Gruppe SO(V,/). 

$78C(2,L,J) C D(V) ist gleich hy*(L/J)*N D.(V). Bei s, (20), 
geht diese Gruppe iiber in SO(V,J) NQ(V) =(V,/), nach der Folgerung 
(iii) zu Theorem 4. 


THEOREM 5. (iil) Sei dim V = 4. 


(a) Sei indV=—indg,;V =1. Dann ist Zentrum C*(V) =L 4 eyL ein 
lokaler Ring L’ = L(A), der aus L durch quadratische Erweiterung mit einem 
Element A€ 6(—1) entsteht. PSO(V) =SO(V)/{1,—1} ist tsomorph zu 
einer Untergruppe PU (2,L’) von GL(2,L’). Dabet geht PA(V), tsomorph 
zu Q(V), uber in PSL (2, L’). 


(b) Set indV=2. Dann ist PA(V) =Q(V)/{1,—1} isomorph zu 
PSL (2,L)XK PSL(2,L). 


Beweis. 1. Sei N, M ein hyperbolisches Paar in V. Wir wihlen eine 
orthogonale Basis von V der Form —=N-+M/2, FE, =N—M/2, E;, Fy. 
Der 3-dimensionale nichtisotrope Unterraum W = <F), £2, F3> hat den Index 
1. Wir wihlen in C+(W), wie beim Beweis von Theorem 5 (ii), als Basis- 
Wir haben éy ey. Fiir ey oey = eyoéy = ,* — schrei- 
ben wir A. Das Zentrum von Ct(V), Z*(V), ist D+ eyL. Damit kénnen 
wir C*(V) in folgender Weise als Tensorprodukt darstellen: 


0+(V) =C*(W) @Z*(V). 


(27) 


E 


nv 
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2. Sei jetzt indV=—indg,V=—1. Da ind<F#,, #.5—1, ist dann ind 
(E;, Ey> = ind = 0, das heisst nach Satz 16: 
ist nicht Quadrat in L/I, also auch 06(—1) ~L*? und folglich Zentrum 
a(V)={1}. 2*(V) =L-+ eyL ist ein lokaler Ring L’ mit grésstem Ideal 
[’=I-+eyl. Aus (27) folgt daher 


(28) C*(V) =C*(W) @L’ =C*(W @L’) =C*(W’) 


wobei W’ = W@L’ ein 3-dimensionaler Raum vom Index 1 iiber L’ ist. 

Nach Satz 17 besteht D(V) aus denjenigen a € C*(V), fiir die aoge L*. 
Diese #, aufgefasst als Elemente von C*(W’), machen eine Untergruppe D’(W’) 
von D(W’) aus, wobei D(W’), nach Satz 17, aus den a€ C*(W’) mit 2oa€ L’* 
besteht. Es ist D’(W’) 1 L’* = {L*,eyL*}. Aus (19) ergibt sich s(ey) 
=—1¢€SO(V). Mit (21) ergibt sich also: PSO(V) =SO(V)/{1,—1} 
ist isomorph zu D(V)/{L*, eyL*} = D’(W’)/(D’(W’) ON L’*) und dies ist 
isomorph zu einer Untergruppe O”(W’) von SO(W’). 

Nach Satz 17 besteht D.(W’) aus den C*+(W’) =C*(V) mit cog—1, 
und das sind gleichzeitig die Elemente von D.(V), d.h., Do(W’) =D,(V). 
Da D.(W’) C D’(W’) und D,(W’) 0 L’* = {1,—1}, folgt mit (23), da 
0’(V) =Q(V) und O’'(W’) =Q(W’): A(V) ist isomorph zu D,(V)/{1, — 1} 
=D,(W’)/{1,—1}, isomorph zu Q(W’). Bei dem Isomorphismus von 
PSO(V) auf O” (W’) geht also die Untergruppe PQ(V) (die wegen Zentrum 
2(V) = {1} isomorph ist zu Q(V)) iiber in Q(W’), wir haben also: 0(W’) 
cCO”’(W’) CSO(W’). 

Nach Theorem 5 (ii) ist SO(W’) isomorph zu PGL (2, L’); dabei geht 
0(W’) iiber in PSL (2, L’). Also geht O”’(W’) iiber in eine Gruppe PU(2, L’), 
die zwischen PSL (2, L’) und PGL(2, L’) liegt. 


3. Seiind V2. Nach Folgerung 2 zu Theorem 1 ist dann V = P, | P2, 
wo P, und P, hyperbolische Ebenen sind. Wir konnen also in V eine 
orthogonale Basis #;, 114, so wahlen, dass In 
Z+(V) =L+eyL ist also eyoey 1. Setze f—(1-+ ey)/2, =(1—ey)/2. 
Damit wird Z*(V) =fL+fL und, mit (30), C+*(V) =fCt(W) + f’Ct(W), 
isomorph zu C*(W). Dabei geht ein Element Z*(V) iiber 
in das Element (c,c) € Ct(W)X C*(W) und ein Element eyc€ Z*(V) geht 
iiber in (c,—c)€Ct(W)XCt(W). Da 2(V) =O’(V), A(W) =O'(W), 
und s(ey) =—1¢€ SO(V), haben wir mit (23): 


PQ(V) =2(V)/{1,—1} 


ist isomorph zu D,.(V)/{1,—1,ey, —ev}, isomorph zu D,(W)/{1,—1} 
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X Do(W)/{1,—1} isomorph zu 0(W)XQ(W) und dies ist, nach Theorem 
5 (ii), isomorph zu PSL (2,L) PSL(2,L). 


ERGANZUNG ZU THEOREM 5 (iii,a). Set J ein Ideal in I. Bei dem 
Isomorphismus von PSO(V) auf PU(2,L’) geht die Untergruppe PQ(V,J) 
(=0(V,7)/(Q(V,7) N Zentrum SO(V)), tsomorph Q(V,J)) aber in die 
Untergruppe PSC(2,L’,J’) von PU(2,L’), mit + 


Beweis. Nach der Folgerung (i) zu Theorem 4 ist Q(V,J) = Kern(h,: 
2(V)—>Q(g,V)). Andererseits ist (siehe Anhang) 


PSC (2, L, J’) = Kern(hy: PSL (2, L’) > PSL (2, L’/J’)). 


Da bei dem Isomorphismus von SO(V) auf PU(2,L’) Q(V) iibergeht in 
PSL(2,L’) und wegen (28) dem Ideal J das Ideal J’—=J®@L’ entspricht, 
ergibt sich die Behauptung. 


5. Die Struktur von SO(V) fir ind V=1,dimV=3. Theorem 6. 


5.1. Die Ordnung einer Gruppe und deren Erzeugung. Sei A ein 
Vektor in V mit gA30. Sei c€ O(V). Unter der Ordnung von o be- 
ztiglich A, 0(o,A), verstehen wir das kleinste Ideal J in L so, dass gyoA 
g,A, das heisst, hyo = +1. 


Satz 18. (i) Seic€ O(V) und set A ein nichtisotroper Vektor von V. 
Setze Sei 2SEjSn—dimV, eine Basis von H. Wenn 
oA = Aa-+ > E,a;, so ist 0(0,A) gleich dem von den aj, 27 Sn, erzeugten 
Ideal 


(ii) Se dimV23. Set c€ O(V). o(c) wird erzeugt von den 
Idealen 0(c,A), wo A alle nichtisotropen Vektoren von V durchlauft. 


Bewets. 1. Beweis von (i). Setze 0(0,A) und - =K. 
Dann ist hrogxA = gxoA =gxAa, und da SO(gxV), ist gra= +1, 
also K DJ. Da gs(oA—A) —0 oder gy(oA +A) ist gs(S E,a;) =0, 
also K C J. 


2. Beweis von (ii). Wir setzen o0(c) —K. Mit J bezeichnen wir das 
von den 0(c,A) erzeugte Ideal, wo A alle nichtisotropen Vektoren durchlauft. 
Wegen hgo—=+1 haben wir gxoA = + gxA, also 0(0,A) CK fiir alle A, 
also JC K. Andererseits ist, fiir jedes nichtisotrope A, hyogsA 
= gy A, das heisst, hyo lasst alle nichtisotropen Geraden in g,;V fest. Dann 
folgt nach Satz 9 +1, also JD K. 
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Satz 19. Sei indV=1l. Set und L/ISAF; oder sei 
dimV=5. Sei x ein Element von SO(V) und ser G die von w erzeugte, 
unter Q(V) invariante Untergruppe von SO(V). Dann gilt: Wenn AE V 
nichtisotrop ist, so ist o(m,A) enthalten in einem Ideal, das erzeugt wird von 
Elementen b mit folgender Eigenschaft: Das von b erzeugte Ideal (b) kann 
dargestellt werden als (b) =0(p,B) mit p€ G und B nichtistrop. 


Beweis. 1. Sei A ein nichtisotroper Vektor. Sei Lj, 2jln—dim JV, 
eine orthogonale Basis von H =<A>°. Setze 
(29) 7A = Aa+ > 
Nach Satz 18 wird o(z,A) erzeugt von den Elementen aj, 2[jSn. Falls 
o(r,A) = (1) so wihlen wir p=a und B=A. Wir nehmen daher 
jetzt an: o(7,A) CJ. Es geniigt zu zeigen, dass a, enthalten ist in einem 
Ideal (bo, b’.), dessen Erzeugende bo, b’, die im Satz geforderte Higenschaft 
haben. 


2. Sei L/IF,;. Wir wiahlen in der nichtisotropen Ebene P = 
ein Element «x € SO(P) so, dass gx? £1, vgl. Satz 12 (iii). Es ist 0(x?) = L**. 
Wir setzen x? durch die Identitét auf P° fort und bezeichnen dieses Element 
mit A. Wegen @(A)€L** ist nach Theorem 4 (i) A€Q(V). Daher 
t=Anrd G. Wir finden 
(30) trA = 7A + (AF,— EF.) a2 + (AL; — Es) a3. 
Da hyA | = nicht die Identitat ist und nicht die Symmetrie an einer 
xeraden, ist <AH, — = <E 2, eine nichtisotrope Ebene. Da 
0(7,A) CJ, ist orthogonal zu g;<H#2,F;>. Folglich erzeugen die 
Vektoren 
(31) B=7rA, E’3;=AE;—E; 


einen nichtisotropen 3-dimensionalen Raum W. Wir setzen 
(32) F’, = — B(BE’,)/B?, — B(BE’;) /B’. 


Die Vektoren F’,, F’, sind orthogonal zu B in W und spannen eine nicht- 
isotrope Ebene auf. Es gibt also in <F”’2, F’;> eine orthogonale Basis F., F3. 
Damit erhalten wir aus (30) 


(33) 7B =\B = Bb + + 
mit (be, b’2) = (d2,a3), also insbesondere € (bz, b’2). 


Wir ergiinzen B, F,, durch eine orthogonale Basis 4k Sn, von 
W° zu einer Basis von V. Es gibt wiederum p€ 2(V) so, dass w auf <F2, F.>° 


n 
e 
? 


310 WILHELM KLINGENBERG. 


die Identitit ist, wihrend »F,—F, und eine Basis von F,) 
sind. Dann gehort auch p=yprp'r* zu G. Wir finden, da die Gleichung (33) 
an die Stelle von (29) getreten ist, als Gegenstiick zu (30) 


(34) ptB = prB = 7B + (pF, — F2) bo. 
Damit wird (b2) =0(p,7B). 

Wir wihlen jetzt y€Q(V) so, dass y auf <F;,F4>° die Identitat ist, 
wihrend yf; — und yF',— F, eine Basis von ¢F;, bilden. Dann gehort 
auch y= yry*r zu G, und wir haben 
(35) x7B = yrB = 7B + (yF;— b’2. 

Also (b’,) =0(y,7B). 

3. Sei jetzt L/I—F;. Nach Voraussetzung ist dann n=—dim V 25. 
Wir unterscheiden drei Fille: 

(i) indg;<E.,#;>—=0. Dann konnen wir zunichst schliessen wie in 2. 
Nach Satz 12 (iii) gibt es x C SO(<E,, E;>) so, dass g;« nicht eine Involution 
ist. Wir setzen x? | 11| Dann € und 
es gilt (33). In W°=<B, F2, F;>° gibt es einen Vektor F, mit g)F',? = g,F.. 
Denn dimg,W®°=n—3=22. Damit ist <F.,F,> nichtisotrop und ind 


gi<F 2, =0. Auf die Ebene <F., F,> kénnen wir die Uberlegungen aus 2. 
anwenden und finden, wie in 2., p€ G so, dass (b.) =0(p,7B). Ebenso lisst 
sich (b’,) darstellen, und a2 € (b», b’,). 


(ii) Sei ind g;<F., =1 und indg;<F., Wir lassen EF, und 
a, an die Stelle von #; und a; treten und schiessen wie in (i). 

(iii) Sei ind = ind Ey =1. Dann ist ind g;<E;, 
=0. <F,, + ist nichtisotrop und ind + Ey =0. Wir setzen 
E’, +t. E,, E’, E, mit C= E,?/E;3?. Aus (29) wird 

aA = Aa + + 


Wegen ind g;<£>2, E’,;5 =0 kénnen wir wie in (i) schliessen. 


Satz 20. Sei dimV=3. Sei O(V) von der Form o = trata, also 
o€SO(V) und A nichtisotrop. Dann ist 0(0) =0(z2,A). 

Beweis. Setze 0(c) =J und 0(7,A) =K. Aus = 
folgt Agtrata=1, also K DJ. Andererseits folgt aus hys—=-+1, dh, 
= 1, dass gyrA und g,A linear abhingig sind, also J D XK. 


5.2. Invariante Gruppen G, die erzeugt werden von Elementen der 
Form o=trata, wo ein Hauptideal ist. 
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Satz 21. Sei dimV=Z4. Sei A ein nichtisotroper Vektor c€ SO(V) 
so, dass A und oA einem 2-dimensionalen Untermodul P angehéren, d.h., 
P ist direkter Summand von V der Dimension 2, aber nicht notwendig Unter- 
raum. Set giP isotrop in giV. Dann gibt es in der von o erzeugten, unter 
Q(V) invarianten Gruppe G in SO(V) ein Element » so, dass A, AA einer 
nichtisotropen Ebene angehdren und 0(d, A) =0(0,4). 


Beweis. 1. Nach Voraussetzung enthilt g;P ein Radikal 40. Da g;A 
nichtisotrop ist und zu g;P gehort, ist dimradg;P=1. Sei N ein Vektor 
in P so, dass <g;N> —radg;P. A und N sind eine Basis von P. 


2. SeicA —=Aa+ Nu. Ausa€ I folgt = isotrop—ein Wider- 
spruch. Alsoa€ L*. Fir 1/a schreiben wir a und fiir — w/a schreiben wir uw. 
Damit wird 


(36) A=oAa+ Nu. 


3. Wir bezeichnen die Elemente von g;V mit einem Querstrich. Setze 
(cA)° = A. Wegen N€ A gibt es in H einen isotropen Vektor M so, dass 
N, M ein hyperbolisches Paar bilden. Da dim H=n—123>dim<N) 
+ dim rad <N> = 2, gibt es nach der Ergiinzung zu Theorem 1 ein ¢€ SO( #7) 
mit Es sei 6(¢) =bL**, Wir definieren p€ SO(<N, M>) durch 
pM = Mb,pN=—WN/b. Dann ist fiir po: 6(A) = L**, also, nach Theorem 
4 (i), LE Q(Z). 

Sei A ein Urbild von X in Q(H), H=<oA>°. Kin solches Urbild exi- 
stiert, nach Folgerung 3 zu Theorem 3. Damit erhalten wir mit (36): 
MA =dAcAa+ (AN—WN)u. A und AN—N er- 
zeugen eine nichtisotrope Ebene. Denn A und AN — WN = Mb—N sind nicht- 
isotrop und aus Af = (Mb—WN)5 folgt AF + NS — also A*7? M7675 
=(, also 


Satz 22. Sei dimV2Z3, indV21. Seien A, B zwei nichtisotrope 
Vektoren in V, die einem 2-dimensionalen Untermodul P angehoren. Dann 
gibt es einen 3-dimensionalen nichtisotropen Unterraum U mit ind U =1, 
der P enthalt. 


Beweis. 1. Wir betrachten zunichst den Fall, dass P eine nichtisotrope 
Ebene ist. Dann ist auch P° nichtisotrop. Wir behaupten: Es gibt einen 
isotropen Vektor NV so, dass g;N weder zu g;P noch zu g;P° gehort. Wenn 
wir das gezeigt haben, dann erkliren wir U durch U N>. Ware namlich 
fiir jeden isotropen Vektor N g;N € g;P oder g;N € g:P°, so wiirde die Sym- 


metrie o=1]|P{—1]| P° an P die Voraussetzungen von Satz 8 erfiillen mit 


J =I, also hys = +1, ein Widerspruch. 


) 
) 
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2. Es sei jetzt P nicht nichtisotrop, das heisst, g;P sei isotrop. Da g;P 
den nichtisotropen Vektor g;A enthialt, ist dim rad g;P Wir wihlen NV € P 
so, dass <g;7V> =radg;P. Dann ist A, N eine Basis von P. Wir behaupten: 
Es gibt ein M isotrop in V so, dass <g;M> komplementiar ist zu <g;Ny° 
in g:V, also NMeEL*, Wenn das gezeigt ist, erklaren wir U durch 
U =<A,N,M)>. 

Angenommen, fiir alle isotropen Vektoren M von V gilt: g:M€ <g:N)°. 
Sei NV’, M’ ein hyperbolisches Paar in V. Dann also g;N’ und g;M’ in <g,N)°. 
Setze Q=<N’, M’>. Q° ist nichtisotrop und enthalt Vektoren D so, dass g,D 
nicht zu <g;N>° gehort. Unter diesen D gibt es auch einen nichtisotropen 
Vektor. Denn es kénnen nicht alle Vektoren des (m—2)-dimensionalen 
nichtisotropen Raumes g;Q°, die komplementir sind zu dem darin enthaltenen 
(n —3)-dimensionalen Unterraum <g;NV>°N g1Q°, isotrop sein. Mit einem 
solchen nichtisotropen D ist dann M—N’—M’D?/2+-D isotrop und s0, 
dass NM € L*. 


Satz 23. Sei L/I=F;, dimV=5. Set U ein 3-dimensionaler nicht- 
isotroper Unterraum von V mit indU=1. Dann gibt es einen 4-dimen- 
sionalen nichtisotropen Unterraum W in V, der U enthalt und so, dass 
ind W =indg,;W =1. 


Beweis. In U gibt es ein hyperbolisches Paar V, M. Sei B ein zu <N, M) 
orthogonaler, nichtisotroper Vektor in U. Damit wird U=<N,M,B). 
U° ist nichtisotrop und dim U°=n—3=2. Daher gibt es in g;UV° einen 
Vektor C mit C? Wahle Ce mit gC=—C. W=<N,M,B,C> 
hat dann die geforderten Higenschaften. 


Satz 24. Se dimV=25, ndV=1. Set SO(V) 80, dass 
o(o) =(u) ein Hauptideal ist. Dann ist die von o erzeugte, unter Q(V) 
invariante Untergruppe G von SO(V) gleich Q(V,0(c)) =Q(V, (u)). 


Beweis. 1. In den Abschnitten 2. bis 4. setzen wir voraus L/I ~F;, 
in 5. ist L/I 


2. Nach Satz 20 ist 0(7,4) = (u), also rA Aa-+ Bu, wo und 
g:B linear unabhingig sind in g;V. A und 7A gehoren also dem 2-dimen- 
sionalen Untermodul <A, B)> an und nach Satz 22 einem 3-dimensionalen 
nichtisotropen Unterraum U mit ind Wegen o| U°=1 kénnen wir 
o als Element von SO(U) auffassen. Wir haben, vgl. (13), o—rzats 
= (trascata)” mit e—=1 oder —=—1. Nach Theorem 3 ist o also ein Element 
von 0(U, (u)) der Ordnung (uw). Nach Theorem 5 (ii) und der Ergiinzung 
ist GM Q(U, (u)) isomorph eined unter PSL(2, L) invarianten Untergruppe (’ 
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von PGL(2, LZ), die ein Element der Ordnung (uw) enthalt (némlich das Bild 
von c€ GN Q(U, (u))) und die enthalten ist in PSC(2, L, (u)) (da Q(U, (u)) 
iibergeht in PSC(2,L, (u))). Nach dem Struktursatz von PGL(2,L) (siehe 
Anhang) ist daher G’ = PSC (2, L, (u)), also GN Q(U, (u)) =Q(U, (u)). 


3. Sei U’ ein beliebiger nichtisotroper Unterraum von V mit dim U’ =3 
und indU’=1. U’ enthalt ein hyperbolisches Paar N’, M’. Insbesondere 
enthalt der Raum U aus 2. ein hyperbolisches Paar NV, M. Die hyperbolischen 
Ebenen P—=<N,M> und P’=<N’,M’> sind isometrisch. Nach der Er- 
ginzung zu Theorem 1 gibt es co€ SO(V) mit cP =P’. In SO(P’) gibt es 
nach Theorem 4 (ii) ein p so, dass 0(p) = 6(c), also 0(po) = L*?, das heisst 
nach Theorem 4(i):A=po€ Q(V). EsistAP—P’. Da G invariant ist unter 
0(V), enthalt G mit der Gruppe Q(P, (w)) CQ(U,u)) auch rAQ(P, (u) 
=02(P’,(u)). In Q(P’,(u)) gibt es ein Element o’ der Ordnung (uw), 
zum Beispiel o’N’ = N’(1+ u)?, M’=WM’/(1+4u)?. Da €2(P, (u)) 
CGNQ(U’, (u)), schliessen wir wie in 2.: Q(U’, (u)) CG. 


4. Q(V,(u)) wird erzeugt von Elementen der Form = 
mit p€ SO(V, (u)), also C (uw). Falls = (uw), so gehoren 
B und pB einem 2-dimensionalen Untermodul an, also nach Satz 22 einem 
nichtisotropen Unterraum U’ mit dim U’=3 und indU’=1. Nach 3. ist 
dann € 2(U’, (u)) CG. Falls dagegen o(tpatz) ~ (u), so waihlen wir 
x€O(V) derart, dass o(txsts) = (wu) (Wir kénnen etwa, falls (wu) CI, 
kK=TBicy Wahlen, wo C ein zu B orthogonaler, nichtisotroper Vektor ist). 


Dann ist auch 0(tpstxp-pp) = (u), und mit und gehort auch 


TpBTKBTKBTB =TpaTB ZUG. G enthalt also alle Erzeugenden von 0(V, (u)) 
und wird erzeugt von einem Element o von Q(V, (u)), also G=Q(V, (u)). 


5. Sei jetzt L/I—F,. Zunichst schiessen wir wieder, wie in 2., auf 
Grund von Satz 20 und Satz 22, dass A und 7A enthalten sind in einem 
nichtisotropen Unterraum U mit dim U =3, indU=1. Nach Satz 23 ist U 
enthalten in einem Unterraum W mit dim W=—4, ind W —indg,;W —1, so 
dass wir o auffassen kénnen als Element der Ordnung (wu) in GN Q(W, (u)). 
Nach Theorem 5 (iii) und der Erginzung ist GM Q(W, (u)), aufgefasst als 
unter Q(W) invariante Untergruppe von SO(W), isomorph einer unter 
P§L(2,L’) invarianten Untergruppe G’ von PU(2,L’) C PGL(2,L’). 
G’ enthalt ein Element der Ordnung (wu’), wo (u’) =wl’ das von u in L’ 
erzeugte Ideal bezeichnet, nimlich das Bild von o€ GN Q(W, (u)), und da 
Q(W, (w)) iibergeht in PSC (2, L’, (u’)), ist G’ enthalten in PSC (2, L’, (u’)), 
das heisst nach dem Struktursatz von PGL(2,L’) (siehe Anhang): G’ 
= PSC (2, L’, (u’)), also GN Q(W, (u)) =2(W, (u)). 
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Jetzt kénnen wir weiterschliessen wie in 3. und 4.: Q(V, (u)) wird erzeugt 
von Elementen zpzrz mit o(p,B) = (wu), und, wie wir in 4. zeigten, kénnen 
wir uns auf den Fall o(tpa7z) = 0(p, B) = (u) beschranken. B und pB gehoren 
dann einem nichtisotropen Unterraum U’ an mit dim U’=3, ind U’=1, 
und U’ ist, nach Satz 23, enthalten in einem nichtisotropen Unterraum W’ 
mit dim W’=4 und ind W’=—indg,;W’=1. Mit Hilfe von hyperbolischen 
Ebenen P C W und P’ C W’ schliessen wir dann wieder, dass GM 0(W’) ein 
Element der Ordnung (wu) enthalt, also, wie oben, tparp € Q(W’, (w)) C G. 


5.3. Die Zuriickfiihrung des Falles einer beliebigen invarianten Unter- 
gruppe G auf den in 5.2 betrachteten Fall. 


Satz 25. SecindV=1,dimV=5. Seta€ SO(V) von der Form trata. 
Die von o erzeugte, unter Q(V) invariante Untergruppe G von SO(V) 
enthilt die Gruppe Q(V,0(c)). 


Beweis. 1. Nach Satz 20 ist =o0(27,A). Sei J, 
eine orthogonale Basis von H = <A>°. SeizwA = Aa+t > Nach Satz 18 
(i) wird 0(0) =0(z, A) erzeugt von den a;,2Sjsn. Falls o(c) =(1)—L, 
so haben wir den in Satz 24 betrachteten Fall vor uns. Wir nehmen daher 
an: CTI, also (a;)C J fiir alle 7, 2S=jsn. Der Satz ist bewiesen, 
wenn wir zeigen, dass fiir jedes j, 2=j =n, Elemente bj, b’; existieren so, 
dass a; € (0;,b’;) und Q(V, (b;)) C G und A(V, (b’;)) C G. Wir fiihren diesen 
Nachweis fiir den Fall j = 2 und schliessen uns dabei eng an den Beweis von 
Satz 19 an. 


2. Sei L/IF;. Wir wahlen A€ 2(V) wiel.c. 2. Wegen AA =A haben 
Wir Fiir AwA haben wir den 
Ausdruck (30), also =0(A,7A) = Wir setzen rA—B und 
wahlen in W = <B, eine orthogonale Basis B, F., F's wie 1. c., mit Hilfe 
von (31) und (32). Fiir ArA =AB haben wir den Ausdruck (33), mit 
@2€ (bo, b’2). Wir waihlen p€Q(V) wie l.c. Mit prA haben wir 
gegeben durch (34), also o(p) = (b.). Aus Satz 24 folgt 
Q(V,(b2)) C G. Wir wihlen schiesslich y€Q(V) wie 1.c. und haben, mit 
yw A = x= = = yAwA ist, mit 
ArA = 7B, gegeben durch (35), also 0(x) =0(y,A7A) = (b’,). Aus Satz 24 
folgt wiederum 0(V, (b’2)) C G. 


3. Sei L/I—F;. Wie wir in Teil 3 des Beweis von Satz 19 gezeigt 
haben, lasst dieser Fall sich zuriickfiihren auf den in 2. betrachteten Fall. 


Satz 26. Se: dim V =3 und L/IS~F; oder sei dimV=4. Sei J ein 


315 


ORTHOGONALE GRUPPEN. 


Ideal in I. Sei A ein nichtisotroper Vektor in V und sei o€ SO(V) ein 
Element mit folgender Eigenschaft: hjogjsA=g sA und, falls B?=A?’, 
hyogsB = + Dann ist hyo = 1. 


Beweis. 1. Setze <A>°=H. H besitzt eine Basis aus nichtisotropen 
Vektoren. Sei # ein solcher Vektor. Setze <A,H>—=—P. Wir wollen zeigen, 
dass hyo | gzP =1, also hyogsE =g,E. Damit wird der Satz dann bewiesen 


sien. Wir unterscheiden drei Falle. 


2. L/I enthalt wenigstens 6 Elemente oder L/J =F, und indg,;P —0. 
Unter diesen Voraussetzungen gibt es wenigstens 6 nichtisotrope Geraden in 
giP. Es gibt also eine Gerade in g;P so, dass die Symmetrie 7 an dieser 
Geraden einen Vektor 7g,;A liefert, der zusammen mit g7A eine nichtorthogo- 
nale Basis von g;P bildet. Wir waihlen r€ O(P) so, dass hjr>—7. Setze 
7A=B. Wegen B? = A? haben wir hyogyB=+ 9,B. Aus hjogsB =— 
ergibt sich ein Widerspruch: Denn dann ist gyAB=0O, also g;A und 
g1:B =hyrgiA bilden eine orthogonale Basis von g;P, was ausgeschlossen war. 
Also hyogyB = d.h., hyo | =1. 


3. L/I=F; und Also 3(i) g:A?-+ oder 3(ii) 
g:A* — g;H? =0. Wir beschranken uns darauf, den Fall 3(i) zu diskutieren, 
das Fall 3(ii) wird ganz analog behandelt. Sei F ein weiteres Element der 
orthogonalen Basis von H. Dann ist 3(ij) g:#*-+9,F?~0 oder 3(ijj) 
—g;F*?~0. Im Fall 3(ij) sind nichtisotrop und ind 
g<A,H + F>=0, so dass nach 2. folgt: hyo(gsH + = + guF, 
also hyogsE =gjE. Im Fall 3(ijj) sind <A,#+2F) nichtisotrop und 
ind 9<A, + 2F> =0, also, nach 2., hyo(gysE + 2g, F) = + 29,F, also 
hyogsE —_ 

4. Sei L/I=F;. Da dimP°’=n—2=2, gibt es FE P® mit 
=—g,H*, Setz N=2H+ M=—EH—F. Dann wird 
giN und g;M sind isotrop. Ferner g;(A+N)*—g,A*. Es gibt also ein 
AE O(g:V) mit Sei AC O(V) so, dass h;A=X. Dann 
ist (AA)? = A®, also hyogs(AA) = + 9)(AA). Da hyog)(AA) =hyog(A 4+ N) 
folgt hyogyN—=g,N. Ebenso ergibt sich hjog;M 
und daher auch hjogsE = gE. 


Satz 27. SeiindV=1,dimV=5. Wenn es zu einem € SO(V) einen 
nichtisotropen Vektor A so gibt, dass cA =A ist, dann enthdalt die von o 
erzeugte, unter Q(V) invariante Untergruppe G von SO(V) die Gruppe 
Q(V,0(c)). 


Bewets. 1. Wir betrachten das Ideal J, das erzeugt wird von den Idealen 
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o(c, B) wo B alle Vektoren mit B? = A? durchliuft. Wir behaupten: J = o0(c), 
Wenn J = JL, so steht das Gleichheitszeichen. Wir nehmen daher an: J C/I, 
Das Element o erfiillt dann die Voraussetzungen von Satz 26. Wir haben also 
hyo =1, also o(o) CJ. 


2. Sei B ein Vektor in V mit B?=A?. Es gibt pe SO(V) mit pA —B. 
Dann \ = tat, = prap ra € O(V) und p = = = ToBTB G. 
Nach Satz 25 haben wir 2(V,0(c,B))C G. Mit 1. folgt jetzt die Behauptung. 


28. Sei indV2Z1, dimV=5. c€ SO(V). Die von o erzeugte, 
unter Q(V) wmvariante Untergruppe G von SO(V) enthalt die Gruppe 
2(V,0(c)). 

Beweis. 1. Nach Satz 18(ii) wird wird o0(o) erzeugt von den Idealen 
0(c,A), wo A alle nichtisotropen Vektoren von V durchlauft. Wenn wir 
zeigen, dass Q(V,0(c,A)) C G fiir jedes solche Ideal o(c,A), dann ist der 
Satz beweisen. 

Nach Satz 19 ist 0(¢,A) enthalten in einem Ideal, das erzeugt wird von 
Elementen w so, dass zu jedem wu ein p€ G und ein nichtisotroper Vektor B 
existieren mit (uw) —o(p,B). Der Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass 
Q(V, (u)) C G@ fiir alle diese wu. 

Wir betrachten daher jetzt ein o€ SO(V) und einen nichtisotropen 


Vektor A so, dass 0(o, A) = (wu) ein Hauptideal ist. Sei G die von o erzeugte, 
unter 2(V) invariante Untergruppe von SO(V). Der Satz ist bewiesen, wenn 
wir zeigen : 

(37) CG. 


2. Wegen o(o,4) = (wu) gibt es einen zu A orthogonalen Vektor B s0, 
dass g;B und 
(38) oA = Aa-+ Bu. 


Auf Grund von Satz 21 kénnen wir annehmen, dass die Ebene P = <A, B) 
nichtisotrop ist, so dass A, B eine orthogonale Basis von P bilden. Wir wihlen 
in dem nichtisotropen Raum P° eine orthogonale Basis <kSn=dim V. 
Sei 

(39) oB = Av+ Bb+ > 


Mit K bezeichnen wir das von den bi, 3Sk<n, erzeugte Ideal. Wir 
behaupten 
(40) 0(V,K) CG. 


Dazu geniigt es zu zeigen, dass 0(V, (b;)) C fiir allek, 3S kn. Wir 
beweisen diese Inklusion fiir k= 3. Dazu wihlen wir ein Element € Q(P°) 
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so, dass g;(AH;—;) 40 ist Ein solches A gibt es, da, wegen dim P° 
=n—2=3, EF; enthalten ist einer nichtisotropen Eben Q von P® mit 
indg;Q=0. Nach Satz 12(iii) gibt es x€ O(Q) mit gux?~1. Wir setzen 
PX Da O(x*?) = L**, ist nach Theorem 4(i) «?€0(Q), 
also auch AE Q(P°), und da | =gix? nicht die Symmetrie an der zu 
gif, orthogonalen Geraden in g;Q sein kann, ist g;(AZ; — £0. 

Mit o€ G ist auch p=Acd*o1€ G. Auf Grund von (39) haben wir 

poA 

poB =oB +- (AE; — E;)b; + E,) 4SrSn. 
Nach Satz 27 haben wir daher G D 2(V,0(p)) D Q(V, (bs)), da o(p) D (bs). 
Damit ist (40) beweisen. 

3. Jedenfalls ist K C o(c,B)Co(c). Falls K=L, so folgt mit (40) 
auch (87). Wir nehmen daher an K CJ. Wir betrachten jetzt alle Gréssen 
modulo K und bezeichnen diese Aquivalenzklassen mit einem Querstrich. 
Wir behaupten 
(41) a(V, CG. 


Nach Folgerung (i) zu Theorem 4 (2. Teil) ist Kern(hg: Q(V) > Q(gxV)) 
=0(V,K). Daher kénnen wir aus (41) und (40) auf (37) schiessen. Zum 
Beweis von (41) schreiben wir (38) und (39) modulo K auf: 


(42) =Ai4+Bi, Bb. 


Auf Grund von (42) kénnen wir ¢ in der Form 


(43) k=G|P, | Pe 


schreiben. Fiir jedes X€ Q(P°) berachten wir das Element 

p(X) € A(P?) 
Wir setzen p(X) durch die Identitaét auf P fort und bezeichnen das so erklirte 
Element von 2(V) M @ wieder mit ~(X). Es ist p(A)| P—1. Nach Satz 27 


folgt daraus 
(44) 0(7,0(a(X))) CG 


4, Sei J das von den o(f(A)) erzeugte Ideal. Aus (44) folgt 
(45) 2(V,/7) CG. 
Wir behaupten 
(46) J=o0(p). 
Denn wegen o(f(A)) Co(p) ist jedenfalls J Angenommen, es 


a). 
I, 
lso 
B. 
G. 
g. 
le, 
Ir 
38 
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wire J~o(j). Dann ist also insbesondere JC 7. Wir haben dann hjj(i) 
= —1 fiir alle hjA von =Q(g7iP°). Das heist, 
hyp gehért zum Zentralisator von Q(g;P°), und daher, nach Satz 15, hya= + 1, 
also o(~7) CJ. Damit ist (46) bewiesen. 

5. Mit (45) und (46) haben wir 
(47) Q(V,0(~)) CG. 
Wenn o(f)=—ZL, so gilt (41). Wir nehmen daher an o(p) CJ. Wir 


betrachten jetzt alle quergestrichenen Gréssen modulo J/=o(j) CJ und 
bezeichnen diese Aquivalenzklassen mit einem doppelten Querstrich. Aus (42) 


(48) csA=Aa+Bu, cB=Av+ Bb. 


Da andererseits ¢ | P° =1, folgt mit Satz 27, wegen (a) C 0(&) 
(49) 


Da Kern(hj: Q(g77)) =Q(V,7), konnen wir aus (49) und (47) 
und (46) auf (41) und damit, wegen (40), auf (37) schliessen. 


5.4. Der Struktursatz : Theorem 6. 


THEOREM 6. Sei indV=1. Set dimV=5 oder set dim V —4 und 

ind =1 oder sei dim V =3 und L/IFF;,. 
(i) Jede Untergruppe G von SO(V) der Ordnung 0(G) =J, die 
invariant ist unter Q(V), gentigt den Beziehungen 
0) a(V,J) CGC SO(V,J). 
Andererseits ist eine Untergruppe G von SO(V), die den Beziehungen (50) 
geniigt, invariant und von der Ordnung J. 

(ii) Hine invariante Untergruppe der Ordnung J von Q(V) st von 
der Form SO(V,J) NQ(V) oder Q(V,/). 

Beweis. 1. Nach Folgerung 2 zu Theorem 3 ist Q(V,J) invariant in 
SO(V) und von der Ordnung J. Nach Theorem 4(ii) ist SO(V,.7)/0Q(V,/) 
kommutativ. Also ist jede Untergruppe G von SO(V), die den Beziehungen 
(50) geniigt, invariant in SO(V) und von der Ordnung J. (ii) ist eine 
unmittelbare Folge von (i) und Theorem 4(iii). Es bleibt also noch zu zeigen, 
dass jede unter O(V) invariante Untergruppe G von SO(V) der Ordnung J 
die Gruppe 0(V,J) enthalt. Wir unterscheiden drie Fille. 


2. Sei dim Dann ist ind und L/I~F;. Nach Theorem 
5(ii) und der Erginzung ist SO(V) isomorph zu PGL(2,L) so, dass dabei 
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iibergeht in PSL(2,L) und G iibergeht in eine unter PSL (2, L) 
invariante Untergruppe G’ von PGL(2,L) der Ordnung J. Nach dem 
Struktursatz von PGL(2,L), siehe Anhang, enthalt G’ daher die Gruppe 
PSC (2, L,7), die der Gruppe Q(V,/) entspricht, also O(V,/) C G. 


3. Sei dim Dann ist ind V=indg;V =1. Nach Theorem 5 (iii) 
und der Ergiinzung ist PSO(V) =SO(V)/{1,—1} isomorph einer Unter- 
gruppe PU(2, L’) von PGL(2, L’) so, dass dabei PQ(V) iibergeht in PSL(2, L’) 
und PG = G/(GN {1,—1}) iibergeht in eine unter PSL (2, LZ’) invariante 
Untergruppe G’ von PU (2, L’) C PGL(2,L’) der Ordnung J’=JL’. Nach 
dem Struktursatz von PGL(2,L’), siehe Anhang, ist dann PSC (2, L’,J’) 
CG’, und da PSC (2, L’,J’) der Gruppe 


PA(V,S) =Q(V,F)/(Q(V,F) (1, —1}) 


entspricht, ist PQ(V,J) C PG, also Q(V,/) C G. 


4. Sei dimV=5. Dann ist indV=1. o(G)=J wird erzeugt von 
den Idealen o(c), wo o die Elemente von G durchliuft. Nach Satz 28 ist 
2(V,o0(c)) C G fiir jedes oa € G, also auch Q(V,J) CG. 


Anhang: Die projektive lineare Gruppe in 2 Variablen. 


Sei ein lokaler Ring mit grésstem Ideal L und sei char L/J 
Mit GL(2,L) und SL(2,L) bezeichnen wir die allgemeine bzw. spezielle 
lineare Gruppe in 2 Variablen iiber L. In [5] hatten wir die Struktur dieser 
Gruppen bestimmt. 

Fiir jedes Ideal J von Z haben wir den kanonischen Homomorphismus 


(51) hy: GL(2,L) GL(2,L/J). 
Hier ist auch J —JZ zugelassen; in diesem Falle soll GL(2,L/J) die EHin- 
heitsgruppe / sein. Mit Hilfe von hj, (51), und der Determinante, det: 
GL(2,L) — L*, haben wir, fiir jedes Ideal J von L, folgende beiden invarianten 
Untergruppen von GL(2,L), vgl. [5]: 
GC (2, L, J) = Gruppe der ao € GL(2,L) mit hyo € Zentrum GL (2, L//), 

SC (2, L,7) = Gruppe der o€ GL(2,L) mit hyo =1 und deto = 1. 
Das Zentrum von GL(2,L/J) besteht, fiir J CZ, aus den Homothetien, 
ist also isomorph zu (L/J)*. Dagegen Zentrum GL(2,L/L) =E£. 
Daher GC(2, L, L) = GL(2, L), GC(2, L, 0) = Zentrum GL (2, L), SC (2, L, L) 
=S81L(2,L). 

Wir betrachten den kanonischen Homomorphismus 


P: GL(2,L) > GL (2, L) /Zentrum GL (2, L). 


| 
(52) 
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Das Bild PGL(2,L) von GL(2,L) unter P, (52), heisst projektive lineare 
Gruppe in 2 Varwablen iiber L. 

Der Homomorphismus hj, (51), induziert einen Homomorphismus von 
PGL(2,L) auf PGL(2,L/J), den wir wieder mit hy; bezeichnen. Die Deter- 
minante induziert einem Homomorphismus, PGL(2,L) L*/L**, fiir den 
wir wiederum det schreiben. Damit kénnen wir die Bilder PGC(2,Z,J) und 
PGC (2,L,J) der Gruppen GC(2,L,J7) und 8C(2,L,J) unter der Abbildung 
P, (52), folgendermassen charakterisieren : 


PGC (2, L, J) = Gruppe der o € PGL(2,L) mit hs =1€ PGL(2,L/J), 
PSC (2, L,J7) = Gruppe der o € PGL(2,L) mit =1 und deto = 


Die Ordnung 0(G@) einer Untergruppe G von GL (2, L) ist das kleinste Ideal 
J so, dass G C GC(2,L,J). In [5] hatten wir gezeigt: 


Ser L/IAF;. Eine unter SL(2,L) invariante Untergruppe G der 
Ordnung 0(G) geniigt den Beziehungen SC(2,L,J) CG CGC (2,L,/). 
Andererseits ist jede Untergruppe G von GL(2,L), die diesen Beziehungen 
geniigt, invariant in GL(2,L) und von der Ordnung J. 

Unter der Ordnung 0(G’) einer Untergruppe G’ von PGL(2,L) ver- 
stehen wir das kleinste Ideal J so, dass G’ C PGC(2,L,J). Wenn G eine 
Untergruppe von GL(2,L) ist mit PG=G’, dann ist 0(G’) =o0(G@). Das 
oben zitierte Ergebnis aus [5] liefert daher das folgende 


STRUKTURTHEOREM FUR PGL(2,L). Sei L etn lokaler Ring mit grossten 
Ideal IAL und sei char L/IA2 und L/IAF;,. Eine Untergruppe G’ von 
PGL(2,L) der Ordnung 0(G’) =ZJ, die invariant ist unter PSL (2, L), geniigt 
den Beziehungen PSC(2,L,J) CG C PGC(2,L,J). Andererseits ist jede 
Untergruppe G’, die diesen Beziehungen geniigt, invariant in PGL (2, L) 
und von der Ordnung J. 
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SUR LES REPRESENTATIONS DES GROUPES CLASSIQUES 
p-ADIQUES I.* 


par FrANcoIS BRUHAT. 


Soient G un groupe de Lie semi-simple réel linéaire et K un sous-groupe 
compact maximal de G: on sait depuis les travaux de Gelfand-Naimark, 
Harish-Chandra et R. Godement qu’une représentation irréductible de K 
intervient un nombre de fois inférieur 4 sa dimension dans la restriction a 
K de toute représentation complément irréductible de G. De ce résultat, 
découle la théorie des “fonctions sphériques” sur G [4]. 

Il est naturel de chercher 4 étendre ce résultat aux groupes semi-simples 
sur un corps p-adique. C’est ce que nous faisons dans cet article pour le 
groupe spécial linéaire SL(n,P) et pour certaines représentations d’un sous- 
groupe compact maximal K. Nous retrouvons ainsi en particulier un résultat 
obtenu par F. I. Mautner dans le cas du groupe spécial linéaire 4 deux 
variables et de la représentation unité de K [7]. Le cas des autres groupes 
classiques (orthogonal, symplectique, etc.) sera traité dans un article ultérieur. 


1. Rappels et notations. Rappelons tout d’abord quelques résultats 
de la théorie des fonctions sphériques [4]. Soient G un groupe localement 
compact et K un sous-groupe compact de G. Soit U une représentation 
continue de G dans un espace de Banach & et soit J/ une classe de représen- 
tations irréducibles de K. Soit xm le caractére de M et posons ry = dim M. 
Désignons par dx une mesure de Haar a droite sur G et par dk la mesure 
de Haar de masse totale 1 sur K. On sait que l’operateur 


B(M) f Xu (k) Uy, dk 
K 


est un projecteur continu sur le sous-espace #(M) des éléments a de # qui 
se transforment suivant M par la restriction de U a K (c’est-a-dire tels que le 
sous-espace # engendré par les U;,a pour &€ K soit de dimension finie et 
que la représentation de K dans F' se décompose en somme de représentations 
irréductibles de classe M). Nous poserons dy(U) =dim #(M). 

Soit (G) Valgébre (pour la convolution) des fonctions continues 4 
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support compact sur G et soit £(M) le sous-espace de (G) formé des fonc- 
tions qui se transforment suivant M (resp. suivant la représentation i 
conjuguée de M) par la restriction 4 K de la représentation réguliére gauche 
(resp. droite) de G. On voit aussitdt que les fonctions f€ (M) sont les 
f€ €(G) satisfaisant aux relations: 


f = (ruxu) *f =f * (ruXu). 


On en déduit que (I) est une sous-algébre de (G). Les relations d’ortho- 
gonalité des caractéres d’un groupe compact entrainent que, pour f€ £(J/), 


Vopérateur U;= f(x)U,dzx annule les sous-espaces (M’) pour M’ 
JG 


et conserve le sous-espace #(M). L’application f— U; peut donc étre con- 
sidérée comme une représentation de £(1/) dans #(M), que nous noterons U™. 

Rappelons d’autre part qu’un systéme © de représentations d’une algébre 
A est dit complet si pour tout élément a0 de A il existe une représentation 
UE telle que Uz0. Avec cette terminologie, le résultat fondamental 
suivant est di a R. Godement [4]: s’tl existe un systéme Q de représentations 
continues du groupe G dans des espaces de Banach tel que: 


a) les représentations UM pour UEQ forment un systéme complet de 
représentations de Valgébre £(M) ; 


b) al existe un entier p= 0 tel que dy(U) = pdimM pour tout VEQ; 
alors, on a dy(U) =pdimM pour toute représentation complétement irre- 
ductible U dans un espace de Banach (on dit encore que M est contenue au 
plus p fois dans toute représentation complétement irréductible de G). 


Durant tout ce travail, les notations suivantes seront utilisées: 

P est un corps valué complet, non archimédien et localement compact; 

v désigne la valuation (discréte) de P, supposée normée (c’est-a dire 
ayant le groupe des entiers comme groupe de valeurs) ; 

© désigne l’anneau des entiers de P; 

6* désigne l’ensemble @-p des éléments inversibles de @; 

p est l’idéal maximal de 6; 

7 est une uniformisante (c’est 4 dire un générateur de p), choisie une 
fois toutes ; 

F, désigne le corps des restes @/p de P: c’est un corps fini 4 g éléments. 


2. Quelques Lemmes sur SL(n,P). Dans les n° 2 et 3, nous désig- 
nerons par G le groupe SL(n,P) des matrices carrées de déterminant 1 4 
coefficients dans le corps localement compact P. Pour g€ G, nous désignerons 
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par gy (pour 1Si,jS7) les éléments de la matrice g. Nous désignerons 
par: 

Tr (resp. I”) le sous-groupe de G@ formé des matrices triangulaires 
supérieures (resp. inférieures) : on a g € I'si et seulement si gj; 0 pour j <1; 

T (resp. T’) le sous-groupe de I (resp. I”) formé des matrices dont les 
coefficients diagonaux sont des puissances entiéres positives ou négatives de 7; 

N (resp. N’) le sous-groupe de 7 (resp. 7’) formé des matrices uni- 
potentes (de coefficients diagonaux égaux 4 1) ; 

D le sous-groupe TMI” des matrices diagonales ; 

A le sous-groupe 7D des matrices diagonales dont les coefficients 
diagonaux sont des puissances de z. 

Soit A l’ensemble des systemes a= (a@1,°°-,%,) de nm entiers tels que 
et At l’ensemble des A tels que Pour tout 
a€ A, nous désignerons par do V’élément de A défini par les relations 
(da)ii == Nous noterons At ensemble des de pour A*. 

On vérifie aussitot que N et T sont des sous-groupes distingués de I. 
De plus, on a T= DN = ND et T=AN=NA avec DN N=AN N= {e}: 
autrement dit, © (resp. 7’) est produit semi-direct de N et de D (resp. A). 

Enfin, nous désignerons par K le sous-groupe de G formé des éléments 
dont les coefficients sont entiers: autrement dit, on a K = SL(n,@). Comme 
6 est un sous-groupe ouvert et compact de P, on voit que K est un sous- 
groupe ouvert et compact de G. Par suite, une mesure de Haar sur G induit 
sur K une mesure de Haar et on peut ainsi normaliser la mesure de Haar 


dg sur G de telle sort que J dg=1. 
K 


Le résultat suivant est bien connu: on en trouvera d’ailleurs une démon- 
stration valable pour tous les groupes simples de Chevalley sur un corps 
p-adique dans [3]. Pour étre complet, nous allons en donner une démon- 
stration élémentaire : 


LEMME 1. OnaG=TK. 


Nous allons raisonner par récurrence sur 7: l’assertion est évidente si 
n=1. Supposons donc n>1 et le Lemme démontré pour les groupes 
SL(m,P) avec m <n. Il nous suffit de montrer que, pour tout g € G, il existe 
un KEK et un t€T tels que tgk€T. Le systéme d’équations linéaires 


homogénes 
j=n 


>» = 0 pour 
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a toujours une solution non nulle. Par multiplication par un élément con- 
venable de P, on peut en déduire une solution (z;) appartenant & 6" et 
telle qu’il existe un indice a avec 1S an et Désignons alors par 
8;; ’indice de Kronecker et posons: 


= 84; pour 1Si<aet j>1, 
= 0 pour j7>1, 

= 8-1); pour a<isn et j>1, 
= (—1) pour 1Si<=n. 


On vérifie aussitot que la matrice k = (ki) 1<i,jen appartient 4 K et que l’élément 
g = gk est tel que = 0 pour] Par suite, on a 91,0 et il existe 
un entier « et un élément y€ @* tels que 9/1: = 7%y. Soit alors ¢€ A tel que 
th et soit DNK tel que Vélément g” = tg’k’ = tgkl’ 
est alors tel que g”;;—0 pour 1<iSn et La matrice 
g° = alors un élément de SL(n—1,P) et d’aprés Vhypothése 
de récurrence, il existe une matrice h’ = (h’j) o<i,jcn de déterminant 1, a 
coefficients dans @ telle que g°h’ soit une matrice triangulaire supérieure, dont 
les coefficients diagonaux sont des puissances de z. 

Posons alors pour 2S1,jSn, hy=hia=O0 pour 1<isn 
et hi; nous obtenons un élément h= (hi) de K et on vérifie immé- 
diatement que g”h =tgkk’h appartient a T. 


Remarque. II est clair que la décomposition gtk n’est pas unique, 
contrairement & ce qui se passe, mutatis mutandis, dans le cas des groupes 
de Lie réels. Cependent comme 71 K—N/NK, les coefficients diagonaux 
de ¢ sont bien déterminés: si on a d’=ndk (avec d,d’€ A, nE N et kE K), 
on a N dot d'd’€ N et d=d’. 


Passons maintenant & l’étude des doubles classes modulo K: 


LemME 2. Dans toute double classe modulo K il y a un élément de 
et un seul. 


C’est une conséquence immédiate du théoréme des diviseurs élémentaires. 
Soit en effet g€ G; posons o—infv(gi;): on a puisque detg —1. 
Posons a;;—=7-“gi;. La matrice a= (aj) est alors 4 coefficients entiers. 
Comme @ est un anneau principal, le théoréme des diviseurs élémentaires 
(cf. [1],§4, prop. 4) entraine qu’il existe une matrice diagonale d’ et une 
seule dont les coefficients diagonaux d’, soient des puissances entiéres Bi 


de l’uniformisante z et satisfaisant aux deux conditions: 
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2) il existe deux éléments inversibles k, et k, de V’anneau des matrices 
dordre n & coefficients dans @ tels que d’=k,ak.. (Nous avons utilisé le 
fait que un idéal quelconque de @ admet une puissance de 7 comme générateur). 
De plus, on sait ([1],§4, prop. 3) que les entiers B; sont déterminés comme 

i=p 
suit: pour tout entier p avec 1S pn, la somme % A; est égale 4 la borne 
i=1 
inférieure des valuations des mineurs d’ordre p de la matrice a. En particulier, 
i=n 
on a =0 et SBi—=—no. On a done dét d’—déta et par suite dét k, 
i= 
= (détk.)"*. En multipliant la premiére ligne de k, par dét &, et la premiére 
colonne de k, par dét k,, on voit qu’on peut supposer dans la condition 2) que 
dét k, = dét = 1, autrement dit que hk, et k,€ K. 

Revenant 4 g, on en déduit aussitot le Lemme 2, avec de plus la précision 

suivante: pour que g € KdaK (avec dg € A*), il faut et il suffit que, pour tout 
i=p 

pavec 1S pn, la somme > a; soit égale & la borne inférieure des valuations 
i=1 

des mineurs d’ordre p de g. En particulier, on a a, = inf v(gj;). 


CoroLLatRE. K est un sous-groupe compact maximal de G. 


En effet, si un sous-groupe A de G contient K et est ~K, il contient 
un élément dag € A avec da0. Mais le sous-groupe engendré par un tel da 
nest pas relativement compact, car les valuations des coefficients de ses 
éléments ne sont pas bornées inférieurement. 

Remarquons quwil est bien connu que réciproquement, tout sous-groupe 
compact de G est contenuu dans un transformé zK2' de K par un élément x 
du groupe linéaire GL(n,P): c’est une conséquence facile du théoréme des 
diviseurs élémentaires, que nous ne démontrerons pas, car nous n’en aurons 
pas besoin. 

Ktudions enfin les rapports entre les décompositions de G en doubles 
classes modulo K donnée par le Lemme 2 et en classes 4 gauche modulo K 
donnée par le Lemme 1. Tout d’abord, toute classe & gauche gK et toute 
double classe KgK sont ouvertes et compactes. Par suite une double classe 
est réunion d’un nombre fini de classes & gauche. 


Ordonnons totalement A par l’ordre lexicographique: B = Bn) 
est supérieur & *,@,) si et seulement si l’on a pour le 


plus petit indice i tel que Bj a. 


LemMeE 3. Soit «€ At. Si NdgK 1 KdaK n’est pas vide, alors B= a. 
De plus, on a NdgK KdaK = daK. 
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Soit en effet n € N tel que ndg € KdaK : cela signifie d’aprés ce qui précéde, 
que la borne inférieure des valuations des mineurs d’ordre p de ndg est, pour 
i=p 
tout entier p avec l= pn, égale 4 }a;. En considérant le mineur formé 
f=1 
des p premiéres lignes et colonnes de ndg, on en déduit aussitét que 
i=p i=p 
pour tout p, done que B=a. 
i= i=1 
Soit maintenant n€ N tel que g=—ndag€ KdaK. Considérons pour 
1=1<jSn le mineur Aj; dordre 1 de g obtenu en supprimant les (n —1) 
derniéres lignes et les (n—-1-+1) derniéres colonnes excepté la colonne 
@indice j7. On a Ajj = et par suite, on a: 


r=t 
= v(Ay) =a, +444 0( 


et par suite v(gij) = %. 
On peut alors, par récurrence sur j, déterminer pour 1S=1< jn des 
‘léments ki;€ © tels que: 


r=j-1 


(1) > + Gig =— 


r=4+1 


le premier membre de (1) étant de valuation =a; Complétons alors ces kj 
en une matrice k€ K MN en posant k,—1 pour tout 1 et kj; 0 pourt>]: 
on vérifie aussitot que gk = dy, et par suite g € deK, d’oti la seconde assertion 
du Lemme 3. 

Pour tout a € A*, nous désignerons par I(«) l’ensemble (fini) des classes 
& gauche modulo K contenues dans KdaK. Dans chaque classe c€ I(«), 
choissisons un élément t(c)€cNT élément qui s’écrit d’une maniére et 
d’une seule sous la forme n(c)dy,-) avec n(c) € N et y(c)€ A. Le Lemme 3 
montre que y(c) =a pour tout c€ et qu'il existe un et un seul Ca € (a) 
tel que y(ca) nous prendrons toujours t(ce) =d,g (done n(ca) =e). 


3. Le résultat principal. Soit A un caractére du groupe abélien discret 
A; comme A s’identifie au groupe quotient 7’/N, on peut considérer A comme 
un caractére de 7 (et on obtient ainsi tous les caractéres de T, car N est le 
groupe des commutateurs de 7’). Nous allons chercher 4 montrer que |’on 
obtient “ beaucoup” de représentations de G en considérant les représentations 
unitaires de G induites par les divers caractéres unitaires X de JT. Pour la 
définition et les propriétés élémentaires des représentations induites, nous 
renvoyons 4 [2] et a [6]. 
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Désignons par p une “fonction p” sur G relative 4 T au sens de [2] 
(p. 102), c’est & dire une fonction continue strictement positive sur G, avec 
p(e) =1 etp(tx) = (8r(t)/8a(t) pour tout G et tout T (ou dr 
(resp. 8g) désigne le module de T (resp. G)). La restriction de p a T est un 
caractére réel positif de T. On a donc p—1 sur tout sous-groupe compact 
de T, en particulier sur 77% K. On montre aisément (en utilisant le lemme 1 
et le fait que K est ouvert et compact) que l’espace 9% de la représentation U* 
de G induite par le caractére unitaire X de T est l’espace des fonctions ¢ sur 
G satisfaisant aux deux conditions: 


(2) (tx) =p(t)4A(t) d(x) pour tout G et tout te T, 


(3) la restriction ¢° de ¢ au sous-groupe K est de carré intégrable, 

et G@ opére dans &* par translation 4 droite. De plus, l’application ¢— ¢° 
est un isomorphisme de l’espace de Hilbert #* sur le sous-espace fermé # de 
L?(K) formé des fonctions ¢ satisfaisant 4 la condition (2) pour tout r€ K 
et tout ¢€ TOK. Mais on a p(t) —1 sur TMK et dautre part, on a 
TO K=N0Q\K et par suite on a aussi A(t) pour TN K. Lespace 
% est done simplement le sous-espace fermé de L?(K) formé des fonctions 
invariantes par les translations 4 gauche par les éléments de NM K et est en 
particulier indépendant de A (mais naturellement, la représentation de G dans 
& déduite de U* dépend elle de X). 


Remarque 1. Comme D est produit direct de A et de DM K, la représen- 
tation ?U* de D induite par le caractére X de A est le produit du caractére 
par la représentation réguliére de DO K. Comme DM K est compact, ?U* 
se décompose en la somme directe discréte des caractéres unitaires de D égaux 
aA sur A. On en déduit que la représentation de T induite par le caractére 
A de T se décompose en somme directe discréte de caractéres de T. Le théoréme 
(induction par étages montre alors que la représentation U* de G se décompose 
en somme directe discréte des représentations de G induites par les caractéres 
de T égaux & A sur T (représentations de la “série principale,” qui sont “en 
général” irréductibles ([3], théoréme 6)). Par suite, on obtient les mémes 
résultats au point de vue qui nous intéresse (savoir dans quelle mesure le 
systeme des U* est complet) en considérant les représentations induites par 
les caractéres unitaires de T ou ceux de I. 


Remarque 2. Dans le cas des groupes unimodulaires réels ou complexes, 
les représentations induites par les caractéres unitaires de 7’ forment un 
systeme complet de représentations de G [4]. Ici, au contraire, ces représen- 
tations ne forment pas un systéme complet (méme si l’on prend tous les 
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caractéres de A, non nécessairement unitaires). En effet, ’algébre £(K) est 
une sous-algébre de £(G) (puisque K est ouvert dans G). Si les U* formaient 
un systéme complet, leurs restrictions & K formeraient un systéme complet 
de représentations de K. Les relations d’orthogonalité sur un groupe compact 
entrainent qu’une représentation irréductible quelconque de K serait con- 
tenue dans l’une au moins des J. Or la restriction de U a K est la représen- 
tation de K induite par le caractére unité de NM K et le théoréme de récipro- 
cité de Frobenius montre que les représentations irréductibles qui interviennent 
dans la restriction de U 4 K sont exactement celles dont la restriction 4 
NK contient la représentation unité. Or il existe des représentations 
irréductibles de K, provenant par exemple de représentations du groupe fini 
SL(n,F,) (qui est un quotient de K), qui ne possédent pas cette propriété 
[8]. On voit par suite que V’utilisation des U* ne nous permettra d’obtenir 
de renseignements que pour les “fonctions sphériques” correspondant a cer- 
taines représentations de K, celles dont la restriction & NK contient la 


représentation unité. 


Soit f€ (G) avec f40. Nous cherchons 4 démontrer qu’il existe un 
caractére de A tel que U*;40. Nous allons done supposer que U*,; = 0 pour 
tout A et étudier les conséquences de cette hypothése. Soit = le support 
(compact) de f: il ne rencontre qu’un nombre fini de doubles classes modulo K. 
Nous désignerons par S(f) (ou plus simplement par §) l’ensemble (fini non 
vide) des 8 € A* tels que & rencontre KdgK et par a(f) (ou plus simplement 
a) le plus petit élément de S(f). Pour d€ 9, et d continue, nous avons 


(en désignant par e l’élément neutre de G): 


$(n(c) f (m(c) dy dk 
c€1(B) 


2 $°(k)f (t(c)k) dk 
BeS ce€l1(B) K 

et les indices y(c) sont (pour B€ S et c€ I(B)) tous supérieurs A a. De plus, 

Yindice « n’intervient qu’une seule fois dans la sommation, pour B =a et 

C==Cq. Nous avons done obtenu une relation de la forme: 


(4) (¢) = Qy($°)A(dy) 


avec: 


(5) Q1(¢°) = p(t(c))-4 J dk 


c€1(B),y(c)=7 


| 
| 
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et en particulier: 


(6) Qa($°) =p(da)+ S (dak) a. 


Or, pour tout y € A, V’application A A(d,) est un caractére unitaire y* 

du groupe dual A* de A et & deux y distincts correspondre deux caractéres y* 

distincts. Les caractéres d’un groupe étant linéairement indépendants, la 

elation | Qy(¢°)A(d,) =0 pour tout A€ A* entraine done Q,(¢°) =0 pour 
tout y et en particulier Qa(¢°) = 0. 


Par suite, si U'; 0 pour tout A, alors on a 
$(k)f(dak)dk—=0 pour toute 


Mais, pour tous h, h’ € K, la condition U*, = 0 est équivalente a =0 
ott g est la fonction f(h-*rh’), puisque l’on a UX, = De plus, 
ona S(f) —S(g) et a(f) =a(g). Par suite, si U'y—0 pour tout A, nous 


avons aussi: 
(7) $(k)f dk = 0 


pour toute d6€ # et tous k,,k.€ K. 


Posons alors Soit hi€ Ka et h2€ K; prenons 
ky = dghytda et k,==h,! dans (7): nous obtenons: 


(8) (lakhs) f (dak) dk = J dk — 0 


le résultat suivant: 


Lemme 4. Soitf€ £(G) avec fA0. Posons a=a(f) et supposons que 
U,—=0 pour tout A*. Alors la fonction k—f (dak) est orthogonale dans 
£?(K) a toutes les translatées & gauche par des éléments de Ka et a droite 
par des éléments de K des fonctions appartenant a &. 


Remarquons que & est invariant par les translations 4 droite par les 
éléments de K et qu’on pourrait done sans rien perdre supprimer les trans- 


lations & droite dans l’énoncé du Lemme 4. 


Ktudions maintenant le sous-groupe K«: 


Lemme 5. Pour tout a€ At, le sous-groupe Ka contient le sous-groupe 
de K. 


En effet si k= (ki) € K, on a Par suite, le 
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sous-groupe K® est formé des matrices k€ K telles que r%-k,; soit entier 
quels que soient tet j. Or sik€ KNIT’, ona pouri <j et € 
pour 1=j, puisque «=a; pour 

Nous allons maintenant considérer ane représentation irréductible de K 
dans un espace de dimension finie / satisfaisant 4 la condition suivante: 


(S) les transformés par les opérateurs M, pour des 
éléments de E invariants par les opérateurs M, pour ye KON forment un 
ensemble total dans E. 


Remarquons que, comme I” = N’D et que N est un sous-groupe distingué 
de f= ND, le transformé par un opérateur M, pour r€ KMD d’un élément 
de # invariant par KM N. Par suite, on peut dans la condition (S) remplacer 
le sous-groupe K MI” par le sous-groupe KM N’. 

Nous pouvons maintenant démontrer notre principal résultat: avec les 
notations du n° 1, on a le: 


THEOREME 1. Sott M une représentation irréductible de K satisfaisant 
a la condition (S). Les représentations (U*)™ pour X€ A*, forment un 
systéme complet de représentations de Valgébre £(M). 


Nous pouvons supposer que M est réalisée comme sous-représentation 
irréductible de la représentation réguliére gauche dans un sous-espace FH de 
[?(K). Soit f€ (M), f 0 et supposons que U';—0 pour tout A. Pour 
tout h€ K, la fonction g: r—>f(hx) appartient encore a et U;=0 
est équivalent 4 U\,—0. Nous pouvons donc, quitte & remplacer f par g 
pour un choix convenable de h, supposer que la fonction ¢(k) =f (dak) (avec 
nest pas nulle sur K. 

Soit F le sous-espace de L?(K) formé de éléments qui se transforment 
suivant la représentation conjuguée M de M par la représentation réguliére 
droite de K: on sait que c’est aussi l’ensemble des éléments qui se trans- 
forment suivant M par la représentation réguliére gauche de K. On a donc 
ECF. De plus, la double représentation réguliére de K restreinte 4 F est 
irréductible. Par suite, les translatés 4 droite des éléments de FH forment un 
ensemble total dans F. La condition (S) et le Lemme 5 entrainent donc 
que les translatés 4 droite par K des translatés & gauche par Ke des éléments 
de # invariants par NM K (c’est a dire des éléments de EM #&) forment, 
pour tout «€ A*, un ensemble total dans F. 

Par suite, d’aprés le Lemme 4, la fonction ¢(k) est orthogonale 4 I. 
Mais puisque f€ fonction f, donc aussi la fonction ¢(k) =f (dak), 
se transforme suivant M par la représentation réguliére droite de G restreinte 


ler 


GROUPES CLASSIQUES )-ADIQUES I. 331 


3 K. Autrement dit, ¢ est un élément non nul de F, d’ot une contradiction: 
par suite, les conditions f€ et U*y—0 pour tout entrainent f= 0, 
d’ot le théoréme. 

CoROLLAIRE 1. Sott M une classe de représentations irréductibles de K 
satisfaisant & la condition (S). Alors M est contenue au plus dim M fors 
dans toute représentation complétement irréductible de G. 


Il suffit d’aprés le résultat fondamental de R. Godement rappelé au n° 1, 
de montrer que dim #*(M) = (dim /)? pour tout A, ce qui est évident puisque 
U restreinte 4 K s’identifie 4 une sous-représentation de la représentation 


réguliére gauche de K. 


CoROLLAIRE 2. La représentation unité de K est contenue au plus une 
fois dans toute représentation complétement irréductible de G. 


En effet, il est clair que la représentation unité satifait 4 la condition (8). 


CorROLLAIRE 3. Si M est la représentation unité, Valgébre £(M) est 


commutative. 


En effet, V’algébre @(M/) admet alors un systeme complet de représen- 
tations de dimension 1. 

Les Corollaires 2 et 3 redonnent, dans le cas n 2, des résultats dus a 
F. J. Mautner [7]. 


4, Exemple de représentations satisfaisant a (S). Le groupe 
SL(n,F,) des matrices de déterminant a coefficients dans le corps des restes 
F, du corps p-adique P est canoniquement isomorphe au goupe quotient 
de K = SL(n,@) par le sous-groupe invariant des matrices entiéres congrues 
a Punité modulo ». Par suite, une représentation de SL(n,F,) détermine 
canoniquement une représentation de K: nous dirons que cette derniére 
“provient” d’une représentation de SLZ(n,F,). Nous allons démontrer le 


résultat suivant: 


THEOREME 2. Toute représentation irréductible M de K =—SL/(n, 6) 
qui provient d’une représentation de SL(n, fq) et dont la restriction a NN K 
content la représentation unité, satisfait a la condition (8S). 


Changeons de notations: dans le reste de ce n°, G désignera le groupe 
SL(n,F,), T (resp. I’) le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures 
(resp. inférieures) de G, N (resp. N’) le sous-groupe des matrices unipotentes 
de T (resp. I”). Soit @ Vensemble des représentations irréductibles de G 
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dont la restriction 4 N contient la représentation unité. Il est clair que le 
Théoréme 2 est équivalent 4 Kassertion suivante: toute représentation M« ® 
satisfait & la condition: 

(S’) les transformés par les opérateurs M, pour a€ N’ des éléments 
invariants par les opérateurs M, pour y€ N, forment un ensemble total dans 
Vespace de M. 

Le théoréme de Frobenius montre que les représentations M€ & sont 
exactement les composantes irréductibles de la représentation de G induite 
par le caractére unité de N. Or cette derniére représentation se décompose 
en la somme directe des représentations de G induites par les caractéres de T 
(cf. n° 3, Remarque 1). D’autre part, on vérifie facilement que pour qu’une 
représentation de G satisfasse 4 (S’), il faut et il suffit que toutes ses com- 
posantes irréductibles y satisfassent. Le Théoréme 2 sera donc conséquence du: 


LeMME 6. Soit un caractére de T et soit le sous-espace de 
engendré par les transformés par N’ des éléments de 9 invariants par N. 


On a = 


Le reste de ce n° est consacré 4 la demonstration du Lemme 6. Etudions 
la restriction de U' 4 N. Pour toute classe 4 droite D—Tvz, désignons par 
fp un élément 40 de 9* nul en dehors de D: il est clair que fp est déterminé 
& une constante multiplicative prés et que les fp forment, quand D décrit G/T, 
une base de 9. De plus, les opérations de G dans # permutent entre elles, 
a des scalaires multiplicatifs pres, les différents fp. Soit maintenant C —TxN 
une double classe modulo (T:N) et soit Mo le sous-espace de Hf» formé des 
fonctions nulles en dehors de C. Il est clair que Hc est invariant par N et la 
représentation de N dans M¢ est équivalente 4 la représentation de N induite 
par le caractére A,: n—>A(xna*) du sous-groupe NN de N ([5], th. 1). 
Mais, si n€ NM a", alors anz* est une matrice unipotente de T, donc 
appartient a NV, et on a A(ana-*) =1, puisque N est le groupe des commu- 
tateurs de [. Par suite, A, est le caractére unité et le théoréme de Frobenius 
entraine que la représentation de NV dans M¢ contient la représentation unité. 
D’ou: 


LEMME 7%. Pour toute classe a droite D, modulo TI, il existe dans 9° un 
élément ¢(D,) 40 invariant par N et de la forme S,a(D)fp, la somme 
étant étendue aux classes a droite D modulo T qui sont contenues dans la 
double classe D,N. On aa(D,) 


En effet, comme JN est transitif sur l’ensemble des classes 4 droite D 
contenues dans D,N, si l’on avait a(D,) =0, l’on aurait aussi ¢(D,) =0. 
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Nous allons maintenant interpréter géométriquement classes 4 droite 
modulo Tf et doubles classes modulo (fT: NV). Soit S un espace vectoriel de 
dimension n sur F,. Rappelons qu’un drapeau de type (a,° de 
(ot les sont des entiers positifs avec est 
Yensemble de sous-espaces vectoriels D',---,D* de S avec 
et dim Nous appelerons drapeau complet un drapeau 
de type (1,2,---,(m—1)). 

Soient Dy = (D,1,: +, et Do = (Dz',: deux drapeaux 
complets en “position générale,” c’est & dire tels que l’espace S soit, pour 
tout j, somme directe de D,i et de D,."-4, ou encore que les dimensions des 
intersections D,‘ soient, pour tous 7, 7, les plus petites possibles, compte 
Pour 1=jSn, Vintersection 


tenu des dimensions de D,‘ et de D,/. 
Si 


est alors de dimension 1 (en posant Do” 
est un vecteur engendrant cette intersection, on vérifie immédiatement que 
les (TeSp. *;@n) forment une base de (resp. Da‘) 
pour 1j=n. Le choix de cette base permet de faire opérer G@ sur S, donc 
aussi sur l’ensemble des drapeaux de S. On vérifie facilement que T (resp. I’) 
est alors le stabilisateur de D, (resp. D,). D’autre part, il est bien connu 
que G est transitif sur ensemble des drapeaux de type donné. Par suite, 
espace homogéne G/T des classes 4 droite modulo T s’identifie & l’ensemble 
des drapeaux complets, en faisant correspondre a la classe d’un élément x€ G 
le transformé de D, par 2*. Nous désignerons dans la suite de ce n°, par 
la méme lettre D une classe a droite et le drapeau complet qui lui est ainsi 
associé. 
Soit D = (D',- -, D*) un drapeau de type -,a,). Posons: 


(9) d,‘i(D) = dim(D*n D,/), 
(10) = dim(Din D,/) 
pour 1Si=k et 1=j=n—1. Possons de plus: 
(11) So(D) = et s.(D) => d,45(D). 
i,j 
Si D’ est un drapeau transformé de D par un élément de I (resp. I”) on a 


== dy'i(D) (resp. = d,ti(D)), puisque (resp. I”) laisse 
fixe Dy (resp. D,). Réciproquement: 
Lemme 8. Le sous-groupe N (resp. N’) est transitif sur Vensemble A 


des drapeaux D de type (a,°°*,a%%) pour lesquels les nombres d)‘i(D) 
(resp. dx'i(D)) ont, pur1 et 1Sj75n—1, des valeurs données d's. 
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Nous démontrerons ce Lemme par récurrence sur 7: il est trivial pour 
n=—=1. Supposons—le démontré pour les dimensions <n. On se raméne 
aussitot au cas a, >0, a, <n et A non vide, ce que nous supposerons dans 
la suite. Il existe alors un entier h et un seul compris compris entre 1 et 
k tel que: 

di(n-1) pour 1S1<h, 
dim) pour hSisk. 


Faisons la démonstration dans le cas de N et des indices dy‘/, Vautre cas se 
traitant de la méme maniére. Soit D= (D',- --,D*)€A;sihSk, il existe 
dans D* une droite V non contenue dans D,""*. Or il est immédiat que V 
est transitif sur l’ensemble des droites non contenues dans D,"-*. On peut 
done par une transformation de N envoyer la droite V sur la droite D,,'. 
Nous sommes done ramené & démontrer que WN est transitif sur l’ensemble B 
des drapeaux D tels que dy‘/(D) =d‘i et que D‘ pour hSisSk. 

Posons on a =D* pour et Di est, pour 
h=i=k, somme directe de D,‘ et de D,?. On en déduit que l’application 
qui au drapeau D€ B fait correspondre le drapeau D, = (D,',: - -,D,*) de 
Vespace vectoriel 4 n—1 dimensions D,"-* est une application bijective de B 
sur ensemble B, des drapeaux D, de type (%1,° a%,—1) 
de tels que = d‘J pour 1 et 1 [Sj Sn—1 (remarquons 
que l’on a nécessairement > si h=k). 

Or, le sous-groupe G, de G formé des matrices gj; avec gi: = 911i = 0 pour 
1 et 91: —1 laisse stables et D,,' et s’identifie au groupe SL(n —1, 
opérant sur l’espace vectoriel 4 n—1 dimensions 8,;—D,"* (muni des 


drapeaux complets ‘ 


“intersections” de D, et D, avec 8,). De plus, le sous- 
groupe V,—N1G, s’identifie au sous-groupe des matrices triangulaires 
supérieures unipotentes de G, et l’application D— D, de B sur B, commute 
avec les opérations de N,. Or l’hypothése de récurrence entraine que JN, est 


transitif sur B,, d’ot le Lemme. 


CoroLLaIRE. Soit D un drapeau complet. Les drapeaux complets cor- 
respondant aux classes & droite modulo T contenues dans la double classe DN 
sont exactement les drapeaur D’ tels que dy‘i(D’) =d,‘5(D). 

C’est évident. 

Puisque S est somme directe de D,j et de D,"-, on a, pour tout sous- 


espace V‘ de dimension 7: 


(12) dim(V# + dim(V!n Dg!) Si. 


e 
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LemME 9. Pour tout drapeau complet D, il existe un drapeau complet 
D, et un seul satisfaisant aux deux conditions suiwantes: 


(13) (Di) = (D), 
(14) (Dy) + dot) (Di) =1 
pour 


Ici encore, le Lemme est évident sin 1. Supposons—le démontré pour 
des dimensions <n. II existe un entier k et un seul (avec 1=k=7) tel que: 


=j pour 1Sj<k, 
d."-)i(D) =j—1 pour 


On vérifie aussitét que ’hyperplan somme directe de D,** et de Do"* (en 
posant = D.,° = {0 est unique hyperplan V satisfaisant aux deux 
q yperp 

conditions : 


(15) dim(V N Dai) = 


(16) dim(V N -| dim(V N =n—1. 


D’aprés le Lemme 8, il existe un élément de N’ qui transforme le sous-espace 
D* de dimension n —1 du drapeau D donné en l’hyperplan V (grace & (15) ) 
et par suite transforme le drapeau D en un drapeau complet D’ dont le sous- 
espace de dimension n—1 est V. De plus, on a d,‘/(D’) =d,'4(D): en 
résumé, on peut se borner & démontrer le Lemme 9 en supposant D"-? = V. 

D’autre part, le sous-espace de dimension n —1 d’un drapeau complet D, 
satisfaisant & (13) et (14) satisfait en particulier 4 (15) et (16), donc coin- 
cide avec V. 

Par ailleurs, la formule (16) montre que les drapeaux D,’ et D,’ inter- 
sections avec V des drapeaux D, et D,, sont (aprés suppression de VN Dz* 
etde VN Do"* sik< net de VND," et de VND, sik—n) des drapeaux 
complets en position générale de V = D"-1. L’hypothése de récurrence entraine 
done qu’il existe un drapeau complet (D,',- - -,D,"-?) et un seul de V tel 
que : 


dim(D,*N Dai) =d,‘i(D), 
dim(D,‘N Dei) + =i 


pour 1<i,j=n—2. II est alors clair que le drapeau 
est unique drapeau complet satisfaisant & (13) et (14). 
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CoroLLAIrRE. Pour tout drapeau complet D, il existe un drapeau complet 
D, et un seul satisfaisant a la condition (13) et tel que pour tout autre 
drapeau complet D’ satisfaisant a (13), Von ait s)(D’) <8 (Di). De plus, 
pour tout drapeau complet D” tel que do‘i(D”) =d,‘i(D,), on a s,(D”) 
Végalité n’étant réalisée que si D” =D,. 


La premiére assertion résulte immédiatement du Lemme 9 et des inégalités 
(12). La seconde résulte également du Lemme 9 en échangeant les roles 
des indices 0 et o. 


Nous pouvons maintenant démontrer le Lemme 6: nous allons montrer 
par récurrence sur s,(D) que fp€ #° pour tout drapeau complet D. C'est 
vrai pour s,(D) <s.(Do) puisque s.(D) 2s.(Do) pour tout drapeau 
complet D. Supposons donc que fp € &° pour tout drapeau D avec s,(D) <a 
et soit D un drapeau complet avec s,(D) =a. D/’aprés le Corollaire du 
Lemme 9, il existe un drapeau D, et un seul parmi les transformés de D 
par les divers éléments de N’, pour lequel s)(D,) soit maximum. Par 
définition méme de #°, il nous suffit de démontrer que fp,€ #°. Or, toujours 
d’aprés le Corollaire du Lemme 9, on a s,,(D’) < s_(D1) pour tout drapeau D’ 
transformé de D, par un élément de N et distinct de D,. L’hypothése de 
récurrence entraine donc que l’on a fp € #° pour D’C et 


Appliquons alors le Lemme 7: on a: 
fo. = 4(D1)*(¢(P1) — Za(D") fo), 


la sommation étant étendue aux classes 4 droite modulo T (ou aux drapeaux) 
D’ contenues dans D,N et distinctes de D,. Comme ¢(D,) € #°, on en déduit 
que fp,€ &#, ce qui achéve la démonstration du Lemme 6 et donc du 
Théoréme 2. 


5. Le cas de SL(2,P). Nous reprenons les notations des n° 2 et 3, 
mais nous supposons de plus la dimension n égale & 2. Nous avons alors 
le résultat suivant: 


THEOREME 3. Soit M une représentation irréductible de K = SL (2, 6) 
dont la restriction d NOK ne contient pas la représentation unité. Alors, 
M est contenue un nombre de fois inférieur a dim M dans toute représentation 
complétement irréductible de G=SL(2,P). 


Dans le cas n=2, l’application r—> Jest un isomorphisme du 


groupe additif du corps P sur le sous-groupe N. La représentation réguliére 
de N se décompose done en somme continue des caractéres unitaires 6 de N, 


it 
u 
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correspondant aux caractéres additifs de P. La représentation réguliére de G, 
qui est équivalente 4 la représentation de G induite par la représentation 
réguliére de V [6], se décompose donc en somme continue des représentations 
U? de G induites par les caractéres 6 de N. Mais la représentation réguliére 
de G forme & elle seule un systéme complet de représentations de £(G), done 
a fortiori de ¢(M). Par suite, les représentations U® forment un systéme 
complet de représentations de (M). Or si @ est le caractére unité, on voit 
comme au n° 3, Remarque 1 que la représentation U® se décompose en somme 
continue des représentations U* de G, induites par les caractéres unitaires de 
T, que nous avons étudiées au n° 3. En particulier, nous avons vu (n° 3, 
Remarque 2) que ces représentations ne contenaient pas M, puisque la 
restriction de M KM WN ne contient pas la représentation unité. La repré- 
sentation de ¥(M) associée 4 U® est donc nulle pour 61 et par suite, les 
représentations U’ pour 641 forment encore un systéme complet de repré- 
sentations de £(M). 

Considérons la restriction & N de la représentation 7U® du groupe T 
induite par le caractére 6 de N. Nous avons vu que N est ouvert et distingué 
dans 7’; les doubles classes de J modulo (V: NV) sont les mémes que les classes 
& gauche par exemple et correspondent biunivoquement, puisque T est le 


produit semi-direct de N et de A, aux éléments d, = C on) de A (m 


entier). On a et 


1 0 
-1 
dm 1 ) dm 1 ) 


On déduit alors des théorémes de G. W. Mackey [5] que la représentation 
restreinte N est somme directe discréte des caractéres 0m:2—> 0(2?"z) 
de N (identifié au groupe additif de P). 

D’autre part, la représentation U® de G est équivalente 4 la représentation 
de G induite par le représentation 7U% de T (théoréme des représentations 
induites par étages [6]). Comme G@—TK, la restriction de U® & K est 
équivalente & la représentation de K induite par la restriction 4 TM K de 7U®. 
Mais, on a TO K=NNK et de ce qui précéde, on déduit donc que la 
restriction de U’ & K se décompose en somme directe discréte des repré- 
sentations de K induites par les restrictions @,’/ & NMK des caractéres Om 
de N. 

Parmi les caractéres Om’, on trouve le caractére unité une infinité de fois 
et les autres caractéres Om’ sont deux & deux distincts. C’est évident si 
6=1. Si 61, le noyau Q de 6 est, puisque P est totalement discontinu, 
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un sous-groupe ouvert du groupe additif de P (identifié 4 N), distinct de P. 
Il existe donc un plus petit entier & tel que p* C Q. Comme l’identification 
de N avec P envoie N/K sur l’anneau @ des entiers de P, on voit que 
Om’ = 1 si et seulement si 2m=k. Par contre, si 2m < k, le plus petit entier 
positif A tel que p* soit contenu dans le noyau de Om’ est k—2m. Par suite, 
les caractéres Om’ pour 2m <k sont distincts du caractére unité et sont deux 
a deux distincts. 

Soit alors %» le nombre de fois que la restriction de M a NM K contient 

le caractére 6,’. Par hypothése, on a @=0O si O,’=1. On a donc 
S dim M. 
" D’aprés le théoréme de réciprocité de Frobenius, M est contenue a» fois 
dans la représentation de K induite par @,,’._ Par suite, M est contenue > ,, 
fois dans la restriction 4 K de U’. Les représentations U® forment donc un 
systeme complet de représentations de @(M) et M est contenue au plus 
dim M fois dans chaque U®: il suffit done appliquer le résultat fondamental 
de R. Godement rappelé au n° 1 pour obtenir le Théoréme 3. 
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PATHOLOGIES OF MODULAR ALGEBRAIC SURFACES.* 


By Davip MumMrForp. 


The purpose of this note is to present two counterexamples to conjectures 
about the geometry of algebraic surfaces, which are, on the contrary, true in 
characteristic zero. Thus if F is a non-singular algebraic surface defined over 
an algebraically closed field &, one can form the vector spaces 


Hy, = 
(F,), 


where Q‘ is the sheaf of regular i-forms. One also has the vector space 


A, =cotangent space to the Albanese Variety 
A of F at the origin 0. 


Among these vector spaces various maps may be defined regardless of the 
ground field. First, the canonical map 

¢: FoA 
induces a homomorphism 


which Igusa [4] has shown to be one-one. Secondly, if an embedding of F 
in projective space is fixed, and hence a canonical element h in H'(F,*), 
then cup product and Serre duality induces a pairing 


Hoi X mk. 
(See Kodaira [6] and Serre [9]). 


Now in the classical case, the usual constructive existence proof of the 
Albanese variety A shows immediately that ¢* is onto (see Weil [12]) ; while 
the famous topological results of Lefschetz on the embeddings of varieties in 
projective space (see Wallace [11], and Kodaira [6]), allow one to conclude 
that the pairing 9% is non-degenerate. One deduces the “fundamental 
equalities ” of Italian surface theory: 


dim Ay dim dim Ho,1; 
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proven first by Poincaré by his method of normal functions in 1910, (Poincaré 
[8]). A corollary of ¢* being onto, combined with the easy proof (valid in 
all characteristics—see Koizumi [7]) that regular differentials on an Abelian 
variety are closed, shows that the differentials in H,,) are all closed. This 
has been generalized by Hodge, and has led ultimately to the result: analytic 
regular differentials on a Kahler manifold are closed (see Weil [12]). 
The question is what extends to the modular, or non-zero characteristic 
case. Igusa showed, first of all, that 4* is not always onto [5]. Serre showed 
next that the pairing # is not always non-degenerate, since it can happen 
that H,o— (0), while Ho, (0), (see [10]). There remain the questions: 


(a) Are all differentials in H,,. closed? 


(b) Does the pairing # have the property that if z in H,,, is such that 
H (x,y) =0 for all y in Hy, then r—0? 


The answer to both is no. 


To answer (a), we prove (assuming the characteristic 0): 


THEOREM. Let F be a non-singular algebraic surface, w any simple 
differential on F (t.e. 1-form) ; then there exists a non-singular surface F* 
and a regular map $: F*—>F which 1s separable and algebraic, such that 
$*(w) ts regular on F*, 


Proof. Note first that it is enough to prove: 


(#) For all P in F, there exists an open U containing P, a surface 
F* and a regular map ¢: F*— F separable and algebraic such that 
¢*(U) is non-singular, and ¢*(w) is regular on ¢7(U). 


If this is proven, then we can find a finite set U,* of open sets covering F 
and of surfaces F;*, and maps ¢;: /';*—> F with the above properties. Then 
let F* be some non-singular model of the function field of any compositum 
of k(F,*) (compatible with the identification of the common subfields k(F)), 
that dominates the models F;* (such exists by Abhyankar [1] and Zariski 
[13]). Let ¢ be the map from F* to F. Then for all P in F*, say ¢(P) 
in U;.- Then ¢;*(w) is regular at ;*(¢(P)), hence ¢*(w) is regular at P. 
But in fact it is enough to prove: 


(##) Same as (#) except for differentials oA dz, x a uniformizing 
parameter at P. 
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For if at P, o—Adzx+Bdy, then pick F,* that does the trick for A dz 
and then F,* that does the trick for Bdy, and take a suitable non-singu- 
larization of their join as in (#). 

But now if w= (A)/A,)dz, A> and A, regular at P, and A,=0 at P, 
consider the extension 


ZP + (A,?-Z) + (x) =0, where p is the characteristic. 


It follows 
dz = — A,?dZ. 


Now in the normalization F* of F in this field extension, there is a unique 
point P* above P. Moreover, it is simple since if 7, y are uniformizing para- 
meters at P, then Z, y are uniformizing parameters at P*. . Finally, - 


(Ao/A1) dx (dx/A,?) — dZ. 
Hence w is regular at P*, hence in an open set about P*. QED 


Corottary. There exist algebraic surfaces, non-singular and with a 
simple regular differential w that is not closed. 


Proof. Take in the above theorem F = P?, the projective plane, and 
o=ady. Then the differential ¢*(w) on the covering F* given by the 
theorem satisfies the corollary. One must merely note that d$*(w) = ¢* (dw) 
+0 as the covering is separable. QED 


II. 


To answer (b), consider the famous Enriques surface FH, which is, in 
any characteristic, the normalization of the sextic surface Ey in P?: 


= + + x22? + y?2? + (2, y, 2), 


where f, is a general polynomial of second degree. Its normalization is non- 
singular and, regardless of characteristic, can be constructed as the join of 
the graphs of the following set of maps: 


$1: P*, given by zy/z, 
$2: E,— P*, given by 2xz/y, 
P', given by y2/z, 
as the reader may with some pains verify. It follows that the surface EH in 


characteristic 2 is a specialization of F in characteristic 0, hence has the same 
Pa (see Hironaka [3]), which has long been known to be 0 (for a modern 
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treatment, see Artin’s thesis [2]). On the other hand, the classical theory 
of adjoint surfaces tells us that canonical divisors on £, as divisors on £,, 
must be cut out by (6—-4) —2nd order forms in P* passing through the 
double lines (see Zariski [14]) ; in this case, we have a tetrahedron of double 
lines and such are contained in no quadric. Hence p,=0, hence H®? = (0), 

Now in the remarkable case of characteristic 2, it is also the case that 
H*°=+ (0). In fact, let ¢ be a coordinate on P’; then: 


(dt) = $2* (dt) = (dt) = d(zyz) 


is immediately seen to be a regular differential on L. 


HARVARD UNIVERSITY. 
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SUR LES REPRESENTATIONS DES GROUPES CLASSIQUES 
p-ADIQUES II.* 


par Francois BRuHAT. 


Dans [3], nous avons démontré quelques résultats sur la théorie des “ fone- 
tions sphériques” au sens de Gelfand-Naimark-Godement-Harish-Chandra 
(voir p. ex. [7]) sur le groupe G = SL(m, P), ot P est un corps p-adique locale- 
ment compact. Nous avons en particulier montré que si M est une représen- 
tation irréductible du sous-groupe compact maximal SL(m,@) (ou est 
Yanneau des entiers de P) satisfaisant 4 une certaine condition (S), alors 
la représentation M est contenue au plus dim MM fois dans la restriction & 
K =SL(m, @) de toute représentation complétement irréductible de G dans 
un espace de Banach. Ceci s’applique en particulier si l’on prend pour M 
la représentation unité. 

Dans ce qui suit, nous étendons ces résultats au cas des groupes sym- 
plectique, orthogonal et unitaire. Les démonstrations données dans [3] 
utilisent tout d’abord une étude détaillée de certains sous-groupes de G 
(sous-groupe compact maximal, sous-groupe unipotent maximal, etc.) et des 
décompositions en classes & droite et en doubles classes modulo K. Ces 
résultats une fois obtenus, on a déduit les théorémes rappelés plus haut (et 
des exemples de représentations M satisfaisant & (S)) par des procédés qui 
ne font plus du tout intervenir la structure de G. Aussi dans ce qui suit, 
nous établirons en détail pour les différents groupes étudiés les résultats du 
premier type et nous nous bornerons ensuite & renvoyer & [3] pour en déduire 
les théorémes cherchés, en signalant les quelques modifications qu’il faut 
alors apporter aux démonstrations de [3] pour les rendre valables dans notre 


nouveau cas. 


1. Notations. Nous conservons en général les notations de [3]: on 
désigne par P un corps valué localement compact non archimédien, par v la 
valuation discréte normée de P, par @ l’anneau des entiers de P, par p l’idéal 
maximal de @, par 6* = © —p le groupe des entiers inversibles, par r une 
uniformisante (générateur de p) et par F le corps résiduel @/p. Nous 
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supposerons que F' est un corps fini: autrement dit, ou bien P est un corps I 
fini (et 0), ou bien v n’est pas impropre et P est un corps _p-adique. 

Nous désignerons par M,(P) (resp. M,(@)) Vanneau des matrices | 
carrées @ordre n & coefficients dans P (resp. ©); par G@ le groupe linéaire 
général GL(m,P) des éléments inversibles de Mm(P) (et non SL(m, P) 
comme dans [3]); par J (resp. 7’) le sous-groupe de G formé des matrices 
triangulaires supérieures (resp. inférieures) dont les coefficients diagonaux 
sont au signe prés des puissances entiéres de +; par N (resp. N’) le sous- 
groupe de 7 (resp. 7”) formé des matrices unipotentes de 7 (resp. 7”). 
Enfin K désigne le sous-groupe GL (m, @) des éléments inversibles de l’anneau 
Mn(@), c’est & dire le sous-groupe de G formé des matrices 4 coefficients 
entiers dont le déterminant est un entier inversible: K est un sous-groupe 
ouvert et compact de G. 


Soit J: «> 2’ un automorphisme involutif de P (qui peut étre l’identité). 
Si g = (gi) est une matrice rectangulaire 4 coefficients dans P, nous désig- 
nerons par g’ la matrice d’éléments g;;/ et par g* la matrice transposée de 9’. 

Soit H un espace vectoriel de dimension m sur P et soit ¢ une forme 
sesquilinéaire réflexive (au sens de [5]) non dégénérée sur LF, relative a 
Vautomorphisme J. Nous allons étudier dans ce qui suit certaines propriétés 
du groupe G°’—G(q¢) des automorphismes de FH qui laissent ¢ invariante: 
Le choix d’une base de F définit un isomorphisme du groupe G° sur un sous- 
groupe fermé (que nous noterons encore G°) de G. Par suite, G° est un 
groupe localement compact. Plus précisement, si ® est la matrice de ¢ par 
rapport 4 la base choisie, une matrice g appartient a G® si et seulement si 
elle satisfait a: 
(1) = ®. 


En particulier, on a (détg) (détg)’ —1. 


On sait ({5], pp. 11-12) qu’on peut se ramener pour l’étude du groupe 
G° & un des trois cas suivants (quitte & multiplier ¢ par une constante non 
nulle). Cependant, nous excluons de notre étude les groupes orthogonaux 
et unitaires dans le cas ot le corps résiduel F est de caractéristique 2. Nous 
exposerons ces trois cas en supposant P infini, en laissant au lecteur le soin 
de modifier nos considérations dans le cas ou P est fini (il suffit de supprimer 
dans ce qui suit tout ce qui a trait a 7). 


Cas I. J est Videntité et est bilinéaire alternée. 


La dimension m de E est alors paire (m= 2n) et G®° est le groupe sym- 
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plectique Sp(2n,P). On sait que tout élément de G° est alors de determinant 
1. D’autre part (cf. [1], p. 79), on peut trouver une base (¢:,- - -,é@m) de L 
(base symplectique) telle que la matrice © de ¢ par rapport a cette base soit 
égale & 


0 
(2) (° avec Bij &), 


ou s est la matrice carrée d’ordre n dont tous les éléments sont nuls sauf 
ceux situés sur la deuxiéme diagonale: 


(3) 
1 0 0 


et ol =—S. 


Cas II. J est Videntité, F n’est pas .de caractéristique 2 et est bi- 
linéaire symétrique. G° est alors le groupe orthogonal 0(P,¢). 


Soit n Vindice de ¢. On sait (cf. [1], §4) qu’on peut trouver une 
décomposition de # en somme directe de trois sous-espaces H,, EH, et Es tels 
que H, et EH; soient totalement isotropes maximaux (done de dimension 1) 
et que H, soit l’orthogonal du sous-espace non isotrope H,-+ #3. La restriction 
de @ & H, est alors anisotrope. Or on sait classifier toutes les formes quad- 
ratiques #(z,x) anisotropes sur P (cf. [6], p. 54): leur dimension est = 4. 
D’autre part, le groupe quotient P*/(P*)? des classes d’éléments de P* 
modulo les carrés est d’ordre 4 (cf. [8], p. 186) (d’ordre 2 si P est fini). 
Plus précisément, soit c un élément de @* dont la classe dans F' n’est pas 
un carré: alors les quatre éléments 1, c, et cr forment un systéme de repré- 
sentants de P*/(P*)*. On peut trouver une base @ni.,° nig de EH, (avec 
g=m—2n et OS q=4) telle que (aprés multiplication éventuelle de ¢ 
par une constante non nulle) la restriction & H, de la forme quadratique 
associée & soit l’une des formes suivantes (on désigne par -,2q les 
coordonnées d’un point z de F,): 


q=0 0, 

II2 q=1 

IT3 q=2 — 
Il 4 q=2 


__| 
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II6 q=3 2,” — — 
11? q=3 
II8 — — a (23? — cz,?). 


On sait (cf. [6] p. 55 ou [4] p. 37) et on vérifie d’ailleurs aisément sur les 
formules précédentes, que si z€ EH, est tel que $(z,2)€ 6, alors on a 
et réciproquement (pour 1=i1=q). Plus généralement, si a est 
une matrice carrée d’ordre g 4 coefficients dans P telle que a*Aa€ M,(6) 
(ou A désigne la matrice de la restriction de ¢ & FE, par rapport 4 la base 
Cnsiy’ *>€nsqg), alors a€ M,(@). En particulier, la matrice de tout auto- 
morphisme de F, laissant la restriction de ¢ invariante est nécessairement a 
coefficients entiers. 

Nous poserons g’ gq dans les cas II 1, 2 et 3; g’ =1 dans les cas II4 
et 5 et g’ =2 dans les cas II 6, 7 et 8. Les coefficients diagonaux Ax de la 
matrice A sont de valuation 0 pour 1 =i ¢/ et de valuation 1 pour ¢ <iq. 


D’autre part, les sous-espaces HL, et H; sont mis en dualité par la forme ¢. 
On peut donc trouver une base de et une base * €m) 
de EF; telles que la matrice @ de ¢ par rapport & la base (¢,,- - -,é,) de # 
prenne la forme: 


0 
(4) A O}], 
$s, 0 O 


ou A a la méme signification que plus haut, ot s est donnée par (2) et 
ou =S. 


Cas III. J mest pas Videntité, F n’est pas de caractéristique 2 et ¢ 
est hermitienne. G®° est alors le groupe unitaire U(P,¢). 


Soit P’ le corps des invariants de J: alors P est une extension quad- 
ratique de P’ et J est unique P’-automorphisme de P distinct de l’identité. 
Posons OP’ et p’—pn FP’ et soit un générateur de l’idéal p’ 
de ©’. Soit c’ un élément de @’ dont la classe dans F’ =» @’/p’ n’est pas 
un carré: les éléments 1, c’, 7’ et c’x’ (1 et c’ seulement si P est fini) forment 
un systéme de représentants de P’*/(P’*)*. Par suite, on a P = P’(8), ov 
est Pun des trois éléments ¢c’, 7’ ou Si 8c’, Vextension P de P’ 
n’est pas ramifiée et on peut prendre r’—-z. Si S=7’ ou c’7’, l’extension P 
est ramifiée et on peut supposer que 7 = 8. Dans les deux cas, on a 7 = + 7. 
De plus, l’anneau © est un module libre sur 6’, admettant 1 et 8! comme 
base, et l’idéal p est lui aussi un module libre sur @’, admettent comme base 
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7’ et 753 dans le cas et et r= dans le cas ramifié. Pour tout 
u€ P, nous poserons Ru=4(u-+u’) et (1/28) (u—wu’): on a ue © 
si et seulement si Ru et Iu appartiennent 4 ©’; si P est non ramifiée, on a 
u€ psi et seulement si Ru et Ju appartiennent a p’, mais si P est ramifiée, 
u€p équivaut 4 Ru€ p’ et O’. 

Soit n indice de ¢ et posons g=m—2n. On peut comme au cas II, 
décomposer H en somme directe de trois sous-espaces E,, EF, et Es tels que FE, 
et E, soient totalement isotropes maximaux (donc de dimension n) et que 
E, soit Yorthogonal de #,+#;. On a nécessairement g=2 et on peut 
trouver une base orthogonale de telle que la restriction & 
E, de la forme quadratique hermitienne associée & ¢ prenne (aprés éven- 
tuelle multiplication par une constante) une des formes suivantes: 


1 
III 2 q=1 

Ill 4 g = 2,8=—7' ou 2,2,/ — C' 


On désignera par A la matrice de la restriction de @ & EH, par rapport 4 la 
base choisie. Comme dans le cas II, on montre que pour qu’une matrice 
a€ M,(P) soit telle que at*Aa€ M,(@), il faut et il suffit que ac M,(6). 
On posera g’ =q, sauf dans le cas III 3, ot on prendra q’ —1. 


Enfin, on peut trouver une base de H, et une base Om 
de # telles que la matrice ® de ¢ par rapport a la base ¢,- - -,@m de E soit 
encore donnée par (4), avec s,==s donnée par (2). 

Dans chacun des trois cas, une base ¢;,° - -,@m de E telle que la matrice 
@ de ¢ par rapport 4 cette base soit donnée par (4) (on par (1) dans 
le cas symplectique, ce qui peut encore s’écrire sous la forme (4) avec 
A =matrice vide et s, ==—s) sera appelée une base de Witt de EF, la décom- 
position H =H, -+ H,-+ Ey associée étant appelée la décomposition de Witt 
associée. I] résulte aussitét du théoréme de Witt (cf. [1], p. 71) qu’on 
passe d’une décomposition de Witt 4 une autre par un élément de G°. Par 
suite, les restrictions de ¢ aux espaces H, de deux décompositions de Witt 
sont équivalentes, ce qui entraine que les matrices de @ par rapport 4 deux 
bases de Witt de E sont les mémes. 

Nous supposerons dans la suite qu’une base de Witt de E a été choisie 
une fois pour toutes et c’est cette base que nous utilisons pour identifier @° 
a un sous-groupe de G comme nous l’avons dit plus haut. 
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2. Quelques sous-groupes remarquables de G°. Nous allons intro- 
duire quelques sous-groupes de G° qui vont jouer le méme réle que les sous- 
groupes de G@ étudies dans [3]. D’une maniére générale, si XY est un sous- 
groupe de G, nous poserons: 


(5) Pn Xig) 


Par exemple, le sous-groupe 7° sera le sous-groupe des matrices triangulaires 
supérieures apparenant 4 G° et dont les coefficients diagonaux sont au signe 
prés des puissances de x. De méme, K° est le sous-groupe ouvert et compact 
des éléments de G® dont les coefficients sont entiers. 

Nous désignerons par H le sous-groupe de G formé des matrices qui, 
une fois décomposées en tableau de matrices correspondant 4 la décomposition 
de Witt H=H,+ sont de la forme: 


2 
(6) g=|90 a 
00 a, 


ou @;, a; et z par exemple appartiennent 4 M,(P). Autrement dit, on a 
4H si et seulement si g(#,) =H, et 9(#,+ Nous allons 
déterminer les éléments de H°=G°MH. Pour cela, calcuions g*@g pour 
g € H: on trouve: 


0 0 a,*sa3 
(7) = 0 Adz a,*Ay + x*saz 
a3*s,2-+ y*Ay + 2*sa, 

D’aprés (1), on aura g€ G® si et seulement si les relations suivantes sont 
satisfaites : 

(8) = S, 

(8 bis) = $1, 

(9) a,*Aa, =A, 
(10) a,*Ay + = 0, 
(10 bis) + y*Aa, =0, 
(11) + y*Ay + z*sa3 = 0. 


Mais (8bis) est équivalente & (8) et on peut y satisfaire en prenant 4 
arbitraire dans GL(n,P) et en posant as s(a,*)-1s. D’autre part, il ne 
faut faire intervenir (9), (10) et (10bis) que si A n’est pas la matrice vide, 
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ce qui exclut le case symplectique. Dans les deux autres cas, on a s,s et 
A* =A, ce qui montre que (10bis) est équivalente 4 (10). 


D’autre part, élément g¢ H s’écrit d’une maniére et d’une seule sous 
la forme dt, avec 
a 0 0 
d={|0 a 0 1 7 
0 as 0 1 


Si g € H®, alors a,, a, et dg satisfont & (8) et (9), ce qui montre que d€ H®. 
On a donc aussi ¢€ H®. Mais si l’on remplace g par ¢ dans les formules 
(8) a (11), celles-ci se réduisent a: 


(12) s,é+7*A—=0 (dans les cas II et III, g>0), 
(13) 86 + + n*¥An=0. 


Dans le cas symplectique, la condition (12) n’existe pas et (13) se réduit a: 
(13 bis) — sf + =0; 
autrement dit, la matrices s{ doit étre symétrique. 


Dans les cas II et III, (12) détermine é si l’on se donne y. Quant & (13), 
elle devient, en posant £, == s{ + 4*An: 


(14) 
autrement dit, £, doit étre antihermitiene. 


Remarquons enfin que (9) signifie que a, appartient au groupe associé 
a la restriction de ¢ & E,. En particulier, a, est & coefficients entiers et 
dét a, € O*. 

‘Désignons par T° le sous-groupe des éléments g€ H® tels que a, (donc 
aussi a; d’aprés (8)) soit triangulaire supérieure. Soit g un élément uni- 
potent de T°: alors a, et a3 sont des matrices triangulaires unipotentes. D’autre 
part, a2 définit d’aprés (9) un élément du groupe de la restriction de ¢ a F2, 
restriction qui est anistrope, et a. est évidemment unipotente. Or si ¢ est 
une forme quadratique ou hermitienne anisotrope sur un espace H de dimension 
q quelconque sur un corps @ quelconque, le groupe de ¢ ne contient pas 
d’éléments w unipotents distincts de Videntité: c’est évident si g1; démon- 
trons donc cette assertion par récurrence sur q: puisque u est unipotent, il 
existe un élément f~0 de EF avec u(f) =f. Alors E est somme directe 
orthogonale de la droite engendrée par f et de l’orthogonal E’, de dimension 
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qg—1, de f. Puisque u conserve f, il conserve aussi H’ et sa restriction 4 EH’ 
est unipotente, donc est Videntité d’aprés V’hypothése de récurrence. 

Done, si g € T° est unipotent, on a az—=1. On en déduit que l’ensemble 
des matrices unipotentes de T° est exactement le sous-groupe N° des matrices 
triangulaires supérieures unipotentes de @°. 

Considérons maintenant le sous-groupe Ona N°C 
Si g€ T°, les coefficients diagonaux g,; de g sont par définition de la forme 
en avec a entier naturel et ¢,—=+1. Puisque a, doit étre entiére, on a 
pour mais on a v(déta,)—0 et par suite 
ce qui entraine pour n4+1SiSn+4. 
D’autre part, la formule (8) montre que (27)%1-+==1 pour 
1Sisn, Wot = — %. 

Nous désignerons alors par 7° le sous-groupe de 7° formé des g tels 
que gi pour 1 et gi pourn+1Sisn+q. Ona alors 
Gi = pour n+q<tsm. I) est clair que n’importe quel élément 
de T° s’obtient en multipliant un élément de T°* par une matrice diagonale 
de coefficients diagonaux égaux 4 + 1. 

Pour tout systéme = de nm entiers rationnels on désigne 
par d,’ la matrice carrée d’ordre n diagonale définie par (da’)4 =a pour 
1Si=n; on pose de” —s(d,’*)-*s: c’est la matrice diagonale définie par 
= (27) On pose: 


di’ 0 
(15) da={ 0 1 
0 


Quand « décrit Z", la matrice da décrit un sous-groupe de 7° que nous 
noterons A°. On vérifie facilement que T° est produit semt-direct du sous- 
groupe invariant N° et de A°. 

Nous désignerons par A* l’ensemble des a€ Z" tels que 4, 2=a%,=° °° 
= = 0 et par A®* l’ensemble des da pour a@€ 


3. Les classes a droite modulo K°. 
PROPOSITION 1. On a 


Soit g€G. On a (détg) (détg)’—1, ce qui entraine que détg est 
un entier inversible. Il] existe donc un élément k, de K = GL(m, @) tel que 
dét gk, 1. D/’aprés le Lemme 1 de [3], il existe un élément t¢€ T avec 
dété—1 et un élément SL(m,@) avec gk, —tk,. Par suite, g s’écrit 
sous la forme tk avec ¢€ T, détt—1 et kE€ K. Puisque g€ G@°, on doit avoir: 


(16) = (k*) 
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4 


et le second membre de (16) est une matrice 4 coefficients entiers puisque 
k€ GL(m, 6). Ecrivons ¢ sous la forme (6) (avec a; triangulaires supérieures 
3 coefficients diagonaux égaux au signe prés & des puissances de 7) ; alors ¢*@/ 
est donnée par (7). Nous voyons que a,*Aa, doit étre entiére, ce qui entraine 
que a, est elle aussi entiére. D’autre part, on a déta;—= + 1, avec a; entier 
rationnel, et nous avons puisque a,*sa; est entiére (en 
tenant compte de ce que déts+1 et que 7 —+7), et enfin a,+,.+ 4, 
=() puisque Ona donc a, =a, + a; =0 et par suite déta, = + 1, 
dét(a,*sas) = +1. Posons )=sa,*sa,; ce qui précéde montre que est 
une matrice triangulaire supérieure 4 coefficients dans 6, ayant sur la 
diagonale (au signe prés) des puissances entiéres nécessairement positives de 
et de déterminant + 1: par suite, les coefficients diagonaux de b sont égaux 

Nous allons déterminer un élément hE TOK tel que th*€ T%*: on 
aura alors g = (th) (hk), Wot KN et la Proposition 1 sera 
démontrée. 

Posons tout d’abord: 


On ah, E TOK et: 


(18) tht={ 0 1 y 


On a (a,b-*)*sa; =s: autrement dit, nous pouvons supposer en changeant de 
notations, que dans notre matrice ¢ initiale telle que g —tk, on avait d’une 
part a, 1, d’autre part a,*sa;—s. En écrivant que ¢*¢ est a coefficients 
entiers, on voit de plus que les matrices u = Ay + z*sa, et v =a*s,2 + y*Ay 
+ z*sa, sont & coefficients entiers. Cherchons alors 4 déterminer une matrice 


(19) 1 0 
001 


4 coefficients dans @ (donc appartenant 4 TK), telle que th.€ T°, c'est 
4 dire que (th.)*#th,.—. Un calcul immédiat montre (en utilisant les 
formules (8) & (11)) qu’il faut et il suffit que é et ¢ satisfasse a: 

(20) &*a,*sa3 = — (Ay + 


(21) + = — (a3*s,2 + y*Ay + 


ble 
Ces 
me 
ite 
q. 
ur 
Is 
rs 
t 
le 
e b 0 0 
r 001 
2 
0 0 Qs 
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Tenant compte de a,*sa;=s, on satisfait & (20) en prenant €——su* 
(rappelons que wu est entiére). Quant a (21), elle s’écrit dans le cas 
symplectique: 

(22) sf —‘(sf) =, 


et v = ‘zsa; —'(*zsas) est une matrice carrée d’ordre n antisymétrique entiére, 
avec des coefficients diagonaux nuls. Soit alors w la matrice carrée d’ordre 
n definie par pour i<j et pour on a et 
il suffit de prendre £=-sw pour obtenir une matrice entiére satisfaisant 4 
(22). 

Dans les deux autres cas, on a 8; =S, v est hermitienne entiére et (21) 
s’écrit: 
(23) sf + (sf)*=—, 
et il suffit de prendre — 


Dans tous les cas, nous avons donc trouvé un élément h, de TN K tel 
que th,€ T°. Enfin, il existe une matrice diagonale h; & coefficients diagonaux 
égaux +1 telle que th,h,€ T°: il est clair que hahs€ TMK, ce qui achéve 
la démonstration. 


Remarque. On trouvera dans [2], Proposition 15 un résultat analogue 
pour les groupes simples de Chevalley sur un corps p-adique. 


4. Les réseaux maximaux. Rappelons qu’un réseau de l’espace vectoriel 
E est un sous-@-module de type fini engendrant l’espace vectoriel HZ. On 
sait (cf. p. ex. [6], p. 47) qu’un tel réseau est exactement le @-module libre 
engendré par une base de L. 

Soit & un réseau de HZ. Considérons l’idéal n(&) du corps P’ (avec 
P’ =P dans les cas I et II) engendré par les éléments suivants (ou x et y 
décrivent &): 

dans le cas I: $(2,y) ; 

dans le cas II: $6(z,xz) (remarquons que n contient alors automatique- 


ment les éléments $(z,y) —¢(2,2) —$(y,y)) ; Pautre 
part, le facteur 4 est pour nous sans importance puisque nous avons supposé 


que 2€ @*); 

dans le case III: $¢(z, 2x), y) et y) (remarquons que R¢(z, y) 
est déja dans l’idéal engendré par les $¢(z,x) et que ici aussi, le facteur 4 
est sans importance). 

Nous appelerons norme du réseau & la borne inférieure \ des valuations 
des éléments de Vidéal n: autrement dit, on a n= (p’)* dans les cas I, II 


le 
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et III non ramifié et n= (p’)# dans le cas III ramifie. Remarquons que 
¢(a,y) appartient, pour tous z,y€ &, 4 Vidéal On de P et que, sauf dans 
le cas III ramifié, l’idéal engendré par les ¢(z,y) dans P est p?. 

Si & est le réseau engendré par une base f,- - -,fm de HL, et si (rij) 
est la matrice de # par rapport a cette base (rij = (fj, fi) ), on vérifié aussitdt 
que Vidéal n est engendré: 


dans le cas I par les rij, 
dans le cas II par les dru et rij, 
dans le cas III par les 4ri, les Rri et les Ini. 


Nous dirons qu’on réseau de norme A est maximal s’il est maximal dans 
ensemble des réseaux de norme A, ordonné par inclusion. 

Considérons en particulier le réseau &) engendré par la base de Witt 
donnée €:,* * *,@m, que nous appelerons réseau initial: c’est un réseau maximal 
de norme 0. En effet, il est immédiat que n(&)) = 6’, puisque tous les 
coefficients de la matrice @ de ¢ sont entiers et que l’un au moins d’entre 
eux est égal & 1. Soit & un réseau de norme 0, contenant Xo, et soit 
& Ona: 


(24) (2, pour 
ar suite, € O pour et 


n+q 
y=D A. 
n+1 
Comme y€ H, et que o(y,y) doit étre entier, on a aussi 2;€ @ pour 
n<ixsn+q (cf. n° 2). Done x€ &, ce qui montre bien que & est 
maximal. 
Nous allons maintenant, en imitant une démonstration donnée par M. 
Eichler dans le cas orthogonal [6], comparer deux réseaux maximaux: on 


peut toujours se ramener au cas de normes positives. 


THEOREME 1. Soit A; (pour 7 =1,2) un entier naturel (resp. un entier 
naturel pair dans le cas III ramific). Sott p; (resp. vj) le plus petit entier 
naturel inférieur & 4(Aj;-+1) (resp. $d;). Soit &; un réseau maximal parmi 
les réseaux de norme =; Supposons »=A,=O0. Alors il existe une base 


S&S 


Witt de E et n entiers naturels a,,° avec =a,=: 


= = 0 tels que: 
(a) les vecteurs 


10 


"as 
re, 
Ire 
et 
a 
1) 
el 
1X 
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forment une base du @-module 9,; 


(b) les vecteurs 


forment une base du O-module &s. 


Nous démontrerons ce théoréme par récurrence sur l’indice n de 4. 
Traitons d’abord le cas n=O d’une forme anisotrope: on peut supposer 
m =q > 0, ce qui exclut le cas I. Nous avons vu que dans le cas anisotrope, 
la condition ¢(z,2) € @ entraine que les coordonnées de x par rapport 4 
une base de Witt sont entiéres. Par suite, &) est unique réseau maximal 
de norme 0. Soit & un réseau maximal parmi les réseaux de norme =). 
Si A est pair (A= 24—= 2yv), le seul réseau maximal de norme dX est évidem- 
ment le réseau r#&y. Si A est impair (A= 24—1—2v+1), deux cas sont 
a&envisager. Si (cas et 113, 1112 et III 4), la forme ¢ sur l’espace 
vectoriel &,/p&, obtenue par réduction modulo p de la restriction & & de ¢, 
est anisotrope ; par suite, d(z,x) € p entraine p&, et € p* entraine 
le réseau p*&, est done l’unique réseau maximal parmi les réseaux 
de norme =); il est d’ailleurs de norme A+ 1. Si q’<q (cas a 8 et 
cas III 3), la forme ¢ a pour noyau le sous-espace de &o/p&, sous-tendu par 
les images de €941,° * *,@q et sa restriction au sous-espace sous-tendu par les 
images de *,@g, est anisotrope. Si ze; est tel que (2,2) € p, 
on a done p et OG, et réciproquement. L/’unique 
réseau maximal de norme A est le réseau engendré par we,,: +, et par 
On en déduit aussitot le théoréme dans le cas 

Supposons donc le Théoréme 1 démontré pour les formes d’indice < n et 
supposons n=1. On a tout d’abord: 


LemMME 1. Soit & un réseau maximal de norme d et soit x un élément 
isotrope de &, tel que rixa¢I. Il existe un élément isotrope x’ de & tel 
que (x, 2’) 

Nous démontrerons ce lemme dans le cas III. Pour les autres cas, il 
suffit de supprimer les termes en 54 dans ce qui suit, ce qui simplifie un 
peu la démonstration. Montrons tout d’abord qu’il existe un y€ & avec 
v(P¢(a,y)) =A. Sinon, on aurait =a + Bd avec GO’ N p pour 
tout y€ &. Comme & et que Sy) — BS — 284, on aurait aussi 
B&€ O’ Np. Si P est une extension non ramifiée de P’, on a 8€ O”* et 
ceci entraine BE 6’ dou 


tz, y) € O’N p+ pr)& pour tout ye 2. 


(25) 
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Si P est ramifiée (donc alors A est pair et on a = 
On a done BE p et a€ p? et y) =B + satisfait 
encore & (25). On vérifie alors immédiatement en utilisant (25) et le fait 
que x est isotrope que le réseau &’ engendré par Q et wz est encore de 
norme =A, ce qui contredit la maximalité de 2. 

Nous avons done démontré l’existence d’un y€ & tel que ¢(2,y) 
= + B88), avec O’* et BE Mais «+ est alors inversible dans 
6: cest évident si P est ramifiée ; si P est non ramifiée, on a 8 = c’ et a? — c’B? 
n’appartient pas A p puisque la classe de c’ dans @’/p n’est pas un carré. Par 
suite, on peut en multipliant y par une constante convenable trouver un z€ & 
tel que (z,2) =m. On a alors¢(z,z) € et par suite a= $n $(z,z) € O. 
Il suffit alors de poser 2’ —z—az pour trouver |’élément 2’ cherché, d’ou 
le lemme. 

Pour tout vecteur isotrope de &, (resp. désignons par (resp. 
u(x) le plus petit entier naturel tel que wz (resp. 7“) appartienne a 
3, (resp. &,): remarquons que, puisque 2, est un O-module de type fini et 
que &, engendre JH, il existe un entier ¢ tel que 7'&, C &2; on a donc toujours 
H(z) St. 

Soit z un vecteur isotrope de &,, tel que ra ¢ &, et soit 2’ isotrope € &, 
avec 2’) =7s, Ona: 


et par suite: 


(26) t(x) + 

Mais le vecteur isotrope appartient & et rty¢ &.: le méme 
raisonnement montre qu’il existe un vecteur isotrope y’ € avec $(y, y’) = 7 
et tel que u(y) + u(y’) =A1—Az. Mais on a u(y) =— et u(y’) = — 
en posant z=7"y. On a done: 

(27) t(x) + ¢(z) 


Mais z est un élément isotrope de &, et r1z¢ &,: on peut donc faire jouer 
a zle réle que jouait zx tout 4 Vheure et trouver un élément z’ isotrope dans 
J, tel que: 

(28) + = 


Supposons alors que « ait été choisi au départ de maniére a ce que ¢(x) ait 
la plus grande valeur possible (ce qui est loisible puisque ¢(x) S¢ pour tout 
vecteur isotrope ~€ &,). On a alors t(2’) St(x) et les inégalités (27) et 
(28) ne sont compatibles que si ¢(z’) =t(z) et 


(29) + t(z) 


¢. 
or 
e, 
a 
al 
t 
Dy 
X 
t 
r 
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On a alors: 
2%) = h(a ty, ew — eg 


avece=-+1. Posons fp et a —t(z): on a 
a, = $(t(r) + t(z)) = ZO. 


Les éléments f, et fm sont isotropes et possédent les propriétés suivantes (en 
choissant convenablement le signe de f;): 


(30) fi) = 1, 
(31) fm et rf, appartiennent 4 2, 
(32) et appartiennent 4 


Soit alors H” le sous-espace engendré par f, et fm et soit EL’ V’orthogonal de HL”. 
La restriction de ¢ a H’ est non dégénérée d’indice n—1 et EF est somme 
directe orthogonale de LH’ et de H” puisque HL” est non isotrope d’aprés (30). 
Posons 2/ = J; et soit On axr—af,+ bfm+ 2’, avec x’ € et 


daprés (31). Donec af, + bf appartient au sous-O-module 2,” engendré par 
fm et wf,, et 2’€ &,’. Par suite, &, est somme directe orthogonale de 3,’ 
et de &,”. On montre de méme en utilisant (32) que & est somme directe 
orthogonale de &,’ et du sous-O@-module &,” engendré par af, et r%f,,. 


Il est alors clair que &j est un réseau de l’espace H’ maximal dans 
Vensemble des réseaux de norme =A; de EH’. On peut donc appliquer 
Vhypothése de récurrence et trouver une base de Witt de EH’ soit f2,- + +, fm 
et (si n= 2) des entiers naturels =- - -=a,=0 tels que le réseau 3,’ 
(resp. soit engendré par les multiples des vecteurs fo,- qui 
interviennent dans la condition (a) (resp. (b)) du théoréme. I est alors 
clair que f;,- - -,fm est une base de Witt de E£ et que les conditions (a) et 
(b) sont satisfaites. De plus, nous avons vu que a,=0 et si n=2, on a 
a, car on a alors <t(fm) =a, daprés le choix méme de 


fu 


CoROLLAIRE 1. Sotent &, et deux réseaux de norme 0. 
Il existe deux bases de Witt f,,---+,fm et 915° *59m de E et n entiers 
naturels a, tels que: 
(a) +, fm est une base du @-module &,; 
(b) 915° + *59m est une base du G-module &.; 
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(c) ona pour 
gi=fi pourn<isn+gq, 
gi= pour n+q<ism. 


En effet, il suffit d’appliquer le Théoréme 1 en faisant A, =A; 0: on 
obtient ainsi la base f,,- - *,fm de &, et la condition (b) du Théoréme 1 
montre que les vecteurs g; définis en (c) forment une base de & (compte 


“ tenu de 77 +7), et on vérifie immédiatement que c’est une base de Witt 
de 
CoroLLAIRE 2. Le groupe G° opére transitivement sur les réseaux 
marimaux de norme 0. 
Avec les notations du Corollaire 1, on vérifie en effet aussitét que l’applica- 
” tion linéaire qui transforme f; en g; pour tout 7 appartient 4 G°. On pourrait 
a Vailleurs énoncer et démontrer ce corollaire en remplacant “de norme 0” 
). par “de norme A donnée.” 
et 
5. Les doubles classes modulo K°. Le sous-groupe K° est exactement 
le sous-groupe de G° stabilisateur du réseau initial &). L’espace homogéne 
(°/K°® s’identifie done a ensemble des réseaux maximaux de norme nulle. 
J Nous allons maintenant étudier les doubles classes modulo K°: 
te Proposition 2. Dans toute double classe modulo K°, il y a un élément 
de A et un seul. 
1s 
~ Soit g € G° (considéré 4 la fois et comme automorphisme de H ayant g 
comme matrice par rapport a la base de Witt initiale). Le transformé 
" g(&) de & par Vhomomorphisme g est un réseau maximal de norme nulle. 
Il existe done deux bases de Witt (f1,- et (915° satisfaisant 
aux conclusions du Corollaire 1 au Théoréme 1 (avec &; = et —g(A)). 
+ Puisque le matrices de ¢ par rapport 4 deux bases de Witt sont les mémes, 
A Papplication linéaire k&, définis par k,(e;) =f; (pour 1=j=m) conserve 
" la forme ¢ et sa matrice (notée encore k,) par rapport a la base initiale 
*,@m) appartient & G°; de plus, comme (¢,° -,é@m) et (f1,* fm) 
sont des bases du méme réseau Xo, on a k,(X)) — Ay et par suite kb, € K°. 
De méme, puisque *;gm) et (g(@1),° *;9(@m)) sont deux bases de 


Witt engendrant le méme réseau g(&), il existe un automorphisme k, de L, 
conservant ¢, tel que k.(g;) =g(e;) et la matrice (notée encore k,) de cet 
automorphisme par rapport a la base (91,° *;9m) appartient 4 K°®. Enfin, 
considérons l’automorphisme d de F défini par d(f;) =g;: sa matrice par 
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rapport @ la base *,fm) n’est autre que la matrice dq définie par (15), 
avec € At, donc dg€ Or on a: 


g (é) (ke) riGr = 2 ri (da) erfe 


r 


=—2 = = (Ke) rida) or tt 


ce qui montre que la matrice g est égale au produit des matrices k,dak.2 et par 
suite, g € K°daK®, avec dag € 

Quant a lunicité de da, elle résulte du théoréme des diviseurs élémen- 
taires (cf. [3], Lemme 2): plus précisément, les entiers a sont déterminés 
par la donnée de g comme suit: pour tout r avec l=rSn, la somme 
—(a,+----+4a,) est la borne inférieure des valuations des mineurs d’ordre 
r de la matrice g. De plus, — (a,-++- - --+ a) est aussi la borne inférieure 
des valuations des mineurs d’ordre n +r de la matrice g pour llr=q. 


CorOLLAIRE. Le sous-groupe K° est un sous-groupe compact maximal 
de @°. 


Car si H est un sous-groupe de G° contenant K° et distinct de K°, alors 
H contient un élément da distinct de élément neutre. Or les valuations 
des coefficients des puissances d’un élément ne sont pas bornées inférieurement 
et H ne peut pas étre compact. 


6. Doubles classes et classes 4 droite modulo K°. Ordonnons totale- 
ment Z” par l’ordre opposé a ordre lexicographique: B = *,Bn) est 
= si Bi << a pour le plus petit indice tel que 

PROPOSITION 3. Sott a€ A* et soit BEZ". St N°dgK®Q K°dgK°® n'est 
pas vide, alors B=a. De plus, on a N°dgK® N K°daK® = daK®. 


Soit en effet ¢€ N° tel que tdg€ K°d,.K°. En considérant le mineur de 
tdg obtenu en supprimant les m—r derniéres lignes et les m—r derniéres 
colonnes, pour 1=r=7n, on déduit de la caractérisation de da donnée plus 
haut que 


pourlSrsn 


dot B= «. 


Soit maintenant ¢€ N° tel que g=tda€ K°deK®. La matrice g est 
de la forme: 


ras 
0 O a; 
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avec: 
. 
0 
0 0 arn 
Considérons pour 1Si< jn, le mineur Aj d’ordre de g obtenu en 
supprimant les m—di derniéres lignes et les (m—1-+1) derniéres colonnes 
: excepté celle d’indice j. On a: 
r=i-1 r=4 
v(Ay) =v (93) — Z— 
r=1 r=1 
d’aprés la caractérisation des a,. D’ou: 
(33) v(gj) =—% pour 1Si<jSn. 


on peut alors par récurrence sur j déterminer pour 1=1<j=n des éléments 
kij€ tels que: 


r=j-1 


(34) Girkers + gy = — 


r=i-1 


le premier membre de (34) étant de valuation =—a, d’aprés (33) et 
’hypothése de récurrence (et le fait que les a vont en décroissant). Com- 
plétons ces ki; en une matrice k, € SL(n,@) en posant pourlSisn 
et pour 1S7<1Sn. Posons —s(k,*)-'s et 


k, 0 
k={0 1 0O 

0 O ks 
On vérifie immédiatement que k€ K° et que la matrice g’—gk est de la 
forme: 

# 
(35) 1 

0 O d,” 


Si g=0, il faut supprimer la deuxiéme ligne et la deuxiéme colonne dans 
le tableau de matrices (35). Si g> 0, alors la matrice 7 est & coefficients 


entiers. En effet, ses coefficients sont les coefficients g’;; de g’ pour n+1 
SiSn+q et n+q<jSm. Considérons pour ces valeurs de i et 7 le 
mineur B;; d’ordre n + 1 de g’ obtenu en supprimant les n + qg derniéres lignes 
excepté celle d’indice 7 et les n + q derniéres colonnes excepté celle d’indice j. 
On a: 


r=1 Tr=1 
v (By) = 2 = 


359 


360 FRANCOIS BRUHAT. 


toujours d’aprés les propriétés des «,, d’ou: 


(36) v(g’ij) 20 


Enfin, considérons pour 1 [i=netn+q<jSm le mineur Cj; d’ordre 
n de g’ obtenu en supprimant les n + q derniéres lignes et les n + q derniéres 
colonnes, excepté celle d’indice j, et aussi la 1-iéme colonne. On a: 
dou: 


Posons alors: 


1 
k’ = 0 1 y’ 
0 0 1 


D’aprés (36) et (37), les matrices y’ et (doa’)-*z’ sont entiéres. Puisque 
k’ € @, on a = — sy’*A (10bis) et (do’)-12’ est elle aussi entire. 
Autrement dit, k’€ K° et par suite, g = g’k-' = dgh’k € daK®, se qui achéve 


la démonstration. 


7. Le résultat principal. Soit M une représentation irréductible du 
sous-groupe compact K°® de G°. Rappelons qu’on désigne par Valgébre 
(pour la convolution) des fonctions continues a support compact sur G° qui 
se transforment suivant M (resp. suivant la représentation M conjuguée de J/) 
par la restriction 4 K° de la représentation réguliére gauche (resp. droite) de 


G° (cf. [7] et [3], n° 1). 


Soit A un caractére unitaire du groupe abélien A°. Comme A? s’identifie 
au groupe quotient T°+/N°, on peut considérer A comme un caractére de 7”. 
Soit U* la représentation unitaire de G° induite par le caractére X de T” 
et soit (U*)™ la représentation de associée (cf. [3], n° 1). 

THEOREME 2. Soit M une représentation irréductible de K° satisfaisant 
a la condition suivante: 

(S) les transformés par les opérateurs M, pour x € K°Q N” des vecteurs 
invariants par les opérateurs M, pour y€ K°Q N° forment un ensemble total 


dans Vespace de la représentation M. 


Alors les représentations (U*)™ forment, quand X décrit le groupe dual 
de A°, un systéme complet de représentations de Valgébre £(M). 


| Te 
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La démonstration donnée dans [3], n° 3 du résultat analogue pour le 
groupe G = SL(m, P) ({3], Théoréme 1) s’applique sans aucun changement, 
les Proposition 1, 2 et 3 ci-dessus remplacant les Lemmes 1, 2 et 3 de [3]. 
On déduit aussi du Théoréme 2 les corollaires suivants, exactement comme 
dans [3]: 


CoROLLAIRE 1. Soit M une représentation irréductible de K° satisfaisant 
i la condition (S). Alors M est contenue au plus dim M fois dans toute 
représentation complétement irréductible de G° dans un espace de Banach. 


CoROLLAIRE 2. La représentation unité de K° est contenue au plus une 
fois dans toute représentation complétement trréductible de @°. 


CoroLLAIRE 3. Si M est la représentation unité de K°, Valgébre €(M) 


est commutative. 


8. Exemples de représentations satisfaisant a la condition (S). Cas 
des corps finis. Dans ce n°, nous supposerons que P est un corps fini (done 
=(0). Ona alors et il est clair que toute représentation WM de K° 
satisfait au Corollaire 1 du Théoréme 2, et méme a beaucoup mieux! 
Cependant, WM ne satisfait pas nécessairement pas a la condition (S), car (S) 
entraine évidemment que la restriction de M a T° contient la représentation 
unité. Nous allons démontrer la réciproque. 
Pour cela, nous allons interpréter géométriquement les classes 4 droite 
modulo T° et les doubles classes modulo (T°: N°). Nous appelerons drapeau 


isotrope de type (a,°-**,%,) dans l’espace # (ot les a sont des entiers 
naturels avec une famille de sous-espaces totale- 
ment isotropes D',---,D* avec dimDi=g, et D'C:--CD*. Nous 
appelerons drapeau isotrope complet un drapeau isotrope de type (1, 2,- -, 7). 
A un drapeau isotrope complet, nous associerons le drapeau (D1,- - -,D*, 
ot Di est, pour Vorthogonal de D”-‘, 


On a encore dim Di=1 pour i= n+ q et D™C---C puisque 
D" est totalement isotrope. 

En particulier, nous désignerons par D, (resp. Dz) le drapeau isotrope 
complet obtenu en prenant pour PD, (resp. D,') (pour 1=i=n) le sous- 


espace de engendré par (TeSp. @msi-iz° *,@m)- Il est clair que 
Dy‘ (resp. est encore engendré par (TeSp. * &m) 


pour qSis=m—1. 
Let groupe G° opére évidemment sur l’ensemble des drapeaux isotropes 
de type donné et méme y opére transitivement d’aprés le théoréme de Witt 
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(cf. [1], p. 71). D’autre part, le stabilisateur du drapeau D, n’est autre 
que le sous-groupe T°: on a en effet Do&"— EF, et = FE, + ce qui 
entraine que le stabilisateur de D, est contenu dans le sous-groupe H° du 
n° 2; il suffit alors de remarquer que le stabilisateur dans le groupe des 
automorphismes de H, du drapeau Do, considéré comme drapeau de l’espace 
E,, n’est autre que le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures 
(par rapport & la base e,,---,é, de F,). On a évidemment un résultat 
analogue pour le drapeau D,,: en particulier N’° est contenu dans le stabilisa- 
teur de D,. 

L’espace homogéne G°/T° des classes & droite modulo T° s’identifie done 
a Vensemble des drapeaux isotropes complets, en faisant correspondre a la 
classe T°x d’un élément x de G° le transformé de D, par z-*. Nous désignerons 
dans ce qui suit par la méme lettre D une classe & droite modulo I et le 
drapeau isotrope complet qui lui correspond. 


Soit D un drapeau isotrope de type (a:,° Posons: 
(38) d,‘i = dim(D‘n D,/), 
(39) = dim(D‘ nN 


pour 


Proposition 4. Le sous-groupe N° (resp. N’°) est transitif sur ensemble 
A des drapeauz tsotropes de type donné pour lesquels les nombres 
dyii (resp. ont des valeurs données 


Nous ferons la démonstration pour le sous-groupe N°. La proposition 
est triviale pour »0. Nous ferons donc la démonstration par récurrence 
sur l’indice n de ¢. On peut toujours supposer a, > 0 et A non vide. 

Supposons tout d’abord d*"—«,, autrement dit on a D* C D,." pour 
tout De A. Si D, et D, appartiennent a A, on peut alors ([3], Lemme 8) 
trouver un automorphisme de L, =D," dont la matrice a, par rapport a la 
base ¢,,° * -,é€, soit triangulaire supérieure unipotente, et qui envoie D, sur 
D,. Posons a3 =8(a,*)-1s et 


a, 0 0 
| 0 1 0O 
0 0 a; 


On a t€ N° et ¢ envoie D, sur D,. 


Si maintenant d'" < a,, il existe un indice i avec 1SiS<k tel que 
di"==a; pour et d™<a;, On a alors D," pour tout DE A 
et par suite D‘ D4, car tout sous-espace totalement isotrope de D,"*4 est 
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contenu dans puisque Do"** est somme directe orthogonale de Do"= 
et de EF, et que la forme ¢ est nulle sur /, et anisotrope sur E.. 

Soit alors j le plus grand entier (avec n+ <j Sm) tel que < 
on a mais DiC (avec Do" =E£). Soit Dé mais x¢ D,i*: 
alors x n’est pas orthogonal 4 D,”-j+1, mais est orthogonal & D,”4. Posons: 


(40) $(2,¢;) =A, pour lSr=n. 


On a donc A- = 0 pour 1 SrSm—j et quitte 4 multiplier x par 
une constante convenable, on peut méme supposer que Am-j.1 = 1. Posons: 


(41) ej + Am-j+20j-1 + + 


On a $(2,e-) = ¢(y,e,) pour (daprés (4)). Considérons alors 
le sous-espace W, (resp. W.) somme directe de D,” et de la droite engendrée 
par x (resp. y). Comme z et y sont isotropes, l’application linéaire de W, 
sur W, qui se réduit a lidentité sur D.” et envoie x sur y transforme la 
restriction de ¢ a W, en la restriction de ¢ 4 W,. D’aprés le théoréme de Witt, 
il existe donc un élément g € G° avec g=1 sur D," et g(x) =y. Puisque 
le stabilisateur de D, est T°, on a g € T° et la matrice g est de la forme: 


g=|0 
0 01 
La matrice 
i @ 8 
h={0 a@ 


appartient aussi 4 G° (cf. n° 2) et on a h-*(y) =y. Quitte & remplacer g 
par h-1g, on peut done supposer que a, 1, et alors g€ N®. De plus, il existe 
WVaprés (41) un automorphisme de de matrice triangulaire supérieure 
unipotente, qui envoie y sur e;. Posons b; =s(b;*)-1s et 


b, O 
g={0 1 0 
0 0 


L’élément g’ de G° appartient a G° et g’g€ N° envoie D' sur un sous-espace 
totalement isotrope contenant ¢;. 

En résumé, nous sommes ramené a démontrer que deux éléments de 
Yensemble B des drapeaux € A et tels que e;€ D‘, peuvent étre transformés 


Pun en Vautre par un élément de N°. Or, considérons le sous-espace Ei de 
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dimension m— 2 engendré par les vecteurs e, excepté €; et @msi-;: Ces vecteurs 
forment une base de Witt de H/ pour la restriction ¢’ de ¢ a E/, qui est 
@ailleurs d’indice n—1. Le sous-groupe G’ de G® laissant invariant ¢; 
et €ms1-; S'identité au groupe de la forme ¢’ et le sous-groupe V°N G’”° de G” 
est analogue de N°. Soit Dé B; posons Ei, Les sous-espaces 
- -, D** sont contenus dans l’intersection de Do" avec l’orthogonal de e; 
(puisque D# est totalement isotrope et contient e; et D" pour r <7), done dans 
Ei etona pourlisr<i. Quant aux sous-espaces D‘,- - -, Dt, 
ils sont contenus dans l’orthogonal de e; et contiennent e;: ils sont donc somme 
directe de la droite engendrée par e; et de leurs intersections D’‘,- - -, D’ 
avec Ei, Par suite, ’application D— D’ est bijective de B sur l’ensemble B’ 
des drapeaux isotropes de type (%1,° de dont 
les dimensions d’intersections avec les espaces Do" Ei (pour l=r=n et 
n+ q=r<_m) ont des valeurs convenables fixées et qu’il serait facile d’écrire. 
Enfin, il est clair que les opérations de G’°M N° dans B et dans B’ “ commu- 
tent” avec Vapplication D— D’: il suffit done d’appliquer Vhypothése de 
récurrence pour achever la démonstration de la Proposition 4. 


CoroLLAIRE. Soit D un drapeau isotrope complet; notons encore D la 
classe & droite modulo T° qwil définit. Les classes a droite modulo T° con- 
tenues dans la double classe DN°® correspondent exactement aux drapeaux 
isotropes complets D’ tels que dy‘i(D’) =d)i(D) pour 
oun+qSj<m. 


Proposition 5. Soit D un drapeau isotrope complet. Il existe un 
drapeau isotrope complet D’ et un seul satisfaisant aux conditions suivantes: 


(42) (D’) = d,*4(D), 
(43) d,‘i(D’) + (D’) 
pour 

Ici encore la proposition est triviale si nm 0 et nous ferons la démon- 
stration par récurrence sur l’indice n de ¢. Considérons la droite isotrope D': 
il existe un entier 7 et un seul avec 1SjSn ou n+q<j=™m tel que 
D' CD," pour jSr<m et Dt ¢ D,." purisr< j, autrement dit, tel que 
(44) =1 pour j=r<m et d.'"(D) =0 pour l=r<j 
La droite V; engendrée par e; satisfait a: 

(45) dim(V;M D,") =d,'"(D), 
(46) dim(V;M Do") + dim(V;N D,™-") =1 
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quel que soit r, et on vérifie facilement que c’est unique droite satisfaisant a 
(45) et (46). De plus, d’aprés (45) et la Proposition 4, il existe un élément 
g€ N° qui transforme D* en V;. Cet élément transforme le drapeau donné 
D en un drapeau ayant mémes nombres d,‘” (puisque N° invarie Do); on 
peut donc supposer pour la suite de la démonstration que D'=V;. De plus, 
le sous-espace D’? de dimension 1 d’un drapeau isotrope complet D”’ satis- 
faisant 4 (42) et (48) satisfait nécessairement & (45) et (46), done coincide 
avec V;=D*. Un tel drapeau D’ est alors contenu dans l’orthogonal de Vj, 
cest 4 dire dans le sous-espace engendré par les e, excepté @mi:-;. Désignons 
alors comme plus haut, par E/ le sous-espace engendré par les e, excepté e; et 
L’espace Dr (resp. D’") est totalement isotrope et contient on en 
déduit que Dr (resp. D’") est somme directe de V; et de C™*=—D'N Hi 
(resp. == D’* 

Considérons alors le drapeau C = (C’,- - -,C"*) de Vespace Ei: cest 
un drapeau isotrope complet de Hi et ’hypothése de récurrence entraine qu’il 
existe un drapeau isotrope complet C’ et un seul dans Fi tel que: 

dim (C’*N Do") = dim(C*N = ate 
dim (C’*N Do") + dim(C’*N =1 
pour 1[i=n—1. 


I] est alors clair que le drapeau D’, oi D’* est la somme directe de V; et 
de (pour 1 Sin, en posant C’” = {0}), est Punique drapeau isotrope 
complet satisfaisant a (42) et (43), d’ot la Proposition 5. 

Les Propositions 4 et 5 sont analogue des Lemmes 8 et 9 de [3]. On 
en déduit comme dans [3] le résultat suivant: 


Proposition 6. Si P est un corps fini, toute représentation irréductible 
M de G° = K° dont la restriction a N° contient la représentation unité, satis- 
fait & la condition (S). 


Nous nous bornerons & indiquer sommairement les modifications qu’il 
faut apporter 4 la démonstration donnée dans [3] pour la rendre valable dans 
notre nouveau cas. Tout d’abord, on se raméne exactement comme dans [3] 
(en utilisant le théoréme de réciprocité de Frobenius) & montrer que la 
representation U de @° induite par la représentation unité de N° satisfait a 
(S). Comme N° est distingué dans T°, cette représentation U se décompose 
en somme directe des représentations U* induites par les diverses représen- 
tations irréductibles A de T° triviales sur N° (chacune intervenant un nombre 
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de fois égal 4 la dimension de A). II suffit alors de démontrer que chaque U 
satisfait 4 (S) (cf. Lemme 6 de [3]), ce qui se démontre comme dans [3], 
en remplacant les Lemmes 8 et 9 de [3] par les Propositions 4 et 5. Le seul 
point 4 modifier est le Lemme 7 de [3], qu’il faut remplacer par ce qui suit. 
Soit C—T°rN°® une double classe modulo (T°: N°), et soit He le sous-espace 
de l’espace H* de la représentation U* formé des fonctions sur G° (a valeurs 
dans l’espace de A et satisfaisant 4 f(éy) =A(é)f(y) pour tout y€ G et 
tout €€ ©) & support contenu dans C. Alors He est évidemment invariant 
par N° (qui opére dans H® par translations a droite) et pour avoir l’équivalent 
du Lemme 7 de [3], il suffit de montrer que H¢ contient r—dimA éléments 
linéairement indépendants et invariants par N°. Or (cf. [9]), la représen- 
tation de V° dans Hg est équivalente a la représentation de N° induite par la 
représentation A,: t—>A(atz") du sous-groupe de N°. Mais si 
t€ N° «Te, alors ¢ est une matrice unipotente de T° et par suite (n° 2) 
appartient 4 N°. Par suite, A, est équivalente a r fois la représentation unité 
et le théoréme de Frobenius entraine que la représentation de No dans He 
contient r fois la représentation unité de N°. 


9. Exemples de représentations satisfaisant 4 (S). Cas général. 
Supposons maintenant P infini. Nous pouvons considérer K® comme un 
groupe d’automorphismes du @-module &, conservant le sous-module p&p. 
Tout élément k¢€ K° définit done un automorphisme k de l’espace vectoriel 
E = &,/p&, de dimension m sur le corps résiduel F. Comme la forme ¢ 
prend des valeurs entiéres sur &, on en déduit par réduction modulo p une 
forme ¢ sur £ et il est clair que l’application k-—>& est un homomorphisme 
de K° dans le groupe G(¢) des automorphismes de & conservant ¢. Remar- 
quons que ¢@ est une forme bilinéaire alternée dans le cas I, bilinéaire 


symétrique dans les cas II et III ramifié et sesquilinéaire hermitienne dans 
le cas III non ramifié. De plus, ¢ est non dégénérée, excepté dans les cas II 
4 a 8 et III 3: nous exclurons pour l’intant ces six cas et supposerons ¢ non 
dégénérée ; cela signifie encore que l’inverse ®-! de la matrice ® est entiére. 

Montrons qu’alors l’image de K° est G(¢) tout entier. II] suffit évidem- 
ment de montrer que si une matrice g€ M,(@) satisfait a 


(47) mod p 


alors il existe une matrice g’ € K° avec g’=g mod p. Nous allons déterminer 
par récurrence sur j une suite d’éléments g;€ Mm(@), satisfaisant 4 (pour 
j=0): 

(48) mod 
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Jj =9; mod pi, 


mod 


Alors les matrices g; convergeront vers l’élément cherché g’. D’aprés (47), 
on peut prendre g)==g. Supposons les g, déterminées pour rj (avec 720 


et cherchons g;,, sous la forme: 
Jin = 95 
avec h€ Mm(@), se qui entraine (48) et (49). On a: 


Posons: 
a= 8). 


D’aprés hypothése de récurrence, on aa€ M,(@) et pour que gj, satisfasse 
4 (50), il faut et il suffit que h satisfasse a: 


51 at modp 
9; 


avec e==1 si et e——1 Si 
Dans le cas I, on vérifie facilement que la matrice a est alternée ; désignons 
par b la matrice définie par b,,—a,s; pour rSs et b,,=0 pour r=s: on a 
b+b*—a. D/’autre part, la relation (50) (en remplacant j par j7—1) 
entraine (dans tous les cas) (dét g)(dét g;)’ = mod p et par suite g;€ GL(m, 6). 
I] suffit alors de poser: 
h=— 


pour satisfaire & (51). 


Dans les cas II ou III, on a a* e/a et 2 est inversible dans @. 
I] suffit alors de poser: 
40 (9*) 


pour satisfaire 4 (51). 


D’autre part, on vérifie trés facilement en utilisant les conditions (12) 
a (14) du n° 2 que l’image de N° (resp. V’°) dans G(¢) est exactement le 
sous-groupe V(¢é) (resp. N’(¢)) des matrices triangulaires supérieures (resp. 
inférieures) unipotentes de G(¢) (c’est a dire l’analogue de N° (resp. N’°) 
pour le groupe G(¢@)). Disons alors qu’une représentation M de K° provient 
dune représentation de G(¢) s’il existe une représentation M, de G(¢) telle 
que M(k) =M,(k) pour tout k¢€ K°, autrement dit si M est triviale sur le 
sous-groupe des matrices congrues 4 l’identité modulo p: avec cette termin- 
ologie, on déduit immédiatement de la Proposition 6 le: 
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TuHtoriMeE 3. Si la forme ¢@ est non dégénérée, toute représentation 
irréductible de K° provenant d’une représentation de G() et dont la restric- 
tion a K° 1 N° contient la représentation unité, satisfait a la condition (8). 


Dans le cas ot ¢ est dégénérée (ce qui exclut le cas III, ramifié) V’image 
de K° n’est plus G(¢) tout entier. Soit V le noyau de ¢ et V l’image 
réciproque de V dans & (c’est a dire le sous-module engendré par 
La restriction de a V est encore une forme 4 valeurs 
entiéres et définit par réduction modulo p une forme ¢’ sur V qui est aniso- 
trope, done non dégénérée. Soit d’autre part ¢” la forme non dégénérée 
sur E/V associée a g. Si k€ K°, alors k conserve V et par suite définit un 
automorphisme k” de et k”’€ G(¢”). D/’autre part, on vérifie facile- 
ment que la restriction k’ de k & V conserve ¢’. On obtient donc aussi un 
homomorphisme k— (k’,k’”) de K° dans G(¢’) K G@(¢”) et on déduit facile- 
ment de l’étude faite plus haut dans le cas ot ¢@ est non dégénérée, que 
cet homomorphisme est surjectif et envoie N° (resp. NV’) sur le produit 
N(¢’)X N(¢”) (resp. N’(¢’)& N’(¢”)). On en déduit aussit6t que tout 
représentation trréductible de K°® provenant d’une représentation de G(¢’) 
xX G(¢”) et dont la restriction a N° K° contient la représentation unité, 
satisfait a la condition (8S). 
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SOUS-GROUPES DISCRETS DES GROUPES RESOLUBLES.* 


par MAsAHIKo SAITO. 


Introduction. L’objet de ce mémoire est l’étude de la compacité des 
espaces quotient des groups de Lie résolubles par des sous-groupes discrets, 
ainsi que l’étude des structures kihlériennes invariantes sur ces groupes en 
rapport avec la premiére question. On dira d’aprés A. I. Malcev qu’un sous- 
groupe D d’un groupe topologique G est uniforme dans G si l’espace quotient 
de G par l’adhérence de D est compact. Malcev [3] a démontre que pour 
quil existe un sous-groupe discret et uniforme dans un groupe de Lie nil- 
potent connexe et simplement connexe G, il faut et il suffit que V’aigébre de 
Lie g de G admette une base par rapport a laquelle les constantes de structure 
sont toutes rationnelles. Dans ce mémoire, nous établirons un théoréme dans 
une certaine mesure analogue relatif aux groupes de Lie algébriques résolubles. 

Dans le §1, on étudiera diverses questions concernant les sous-groupes 
discrets des groupes de Lie nilpotents et résolubles. 

T. Ono [8] a récemment développé une théorie arithmétique des groupes 
algébriques; il a notamment généralisé le théoréme des unités de Dirichlet 
aux groupes algébriques résolubles en se servant des caractéres rationnels d’un 
groupe algébrique. D’un autre cété, d’aprés G. D. Mostow [5], si G est un 
sous-groupe algébrique irréductible et résoluble de GL (n,Q), espace quotient 
du plus petit sous-groupe algébrique de GL(n, R) contenant G par GN GL(n, Z) 
est revétu un nombre fini de fois par le produit d’un espace euclidien et d’un 
espace compact. On déduira sans difficulté des résultats de Ono que la 
dimension de la partie euclidienne est égale au rang du groupe des caractéres 
rationnels de G (Théoréme 2). 

Dans le § 3, la question d’existence d’un sous-groupe discret et uniforme 
dans un groupe de Lie algébrique résoluble sera ramenée & celle de l’uniformité 
dans un certain groupe matriciel associé du sous-groupe des matrices entiéres 
de déterminant +1 (Théoréme 3). En tenant compte du Théoréme 2, on 
peut dans une certaine mesure exprimer ces conditions au moyen des caractéres 
rationnels du groupe associé (Corollaires 1 et 2). 

Dans le §4, on déterminera d’abord la structure des groupes résolubles 
algébriques (ou bien des groupes de Lie résolubles connexes et simplement 
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connexes) qui admettent des sous-groupes commutatifs discrets et uniformes 
(Théorémes 4 et 5). En tenant compte d’un résultat de J. Hano [2], on 
saura qu’un tel groupe, pourvu qu’il soit de dimension paire, admet une 
structure kahlérienne invariante (& gauche ou & droite). Si en particulier 
le groupe est unimodulaire et algébrique, la réciproque est aussi vraie 
(Théoréme 5). 

Le reste de ce mémoire est consacré & une construction d’une variété 
abélienne 4 partir d’une structure kahlérienne invariante sur un groupe de 
Lie résoluble connexe et simplement connexe. Un résultat partiel de ce 
paragraphe a déja été annoncé dans [10]. 

L’auteur désire exprimer ici sa profonde reconnaissance & Monsieur (. 
Chevalley pour ses suggestions utiles et son constant encouragement au cours 
de ce travail. Entre autres choses, la démonstration de la Proposition 5 lui 
est due. 


Notations, On désignera par Z, Q et R respectivement l’anneau des 
entiers rationnels, le corps des nombres rationnels et le corps des nombres 
réels. Si K est un corps, GL(n, K) et gl(n,K) désigneront respectivement le 
groupe des matrices inversibles de degré n a coefficients dans K et l’algébre de 
Lie des matrices de degré n & coefficients dans K. On désignera par GL (n, Z) 
le groups des matrices de déterminant +1 de degré n a coefficients dans Z. 
Si G@ est un sous-groupe de GL(n,R) ou de GL(n,Q), G@ et G? seront 
respectivement GM GL(n,Q) et GM GL(n,Z). Si G est un sous-groupe de 
GL(n,Q), GR® sera le plus petit sous-groupe algébrique de GL(n,R) con- 
tenant G. 

Si G est un groupe de Lie, Ad et ad désigneront respectivement la repré- 
sentation adjointe de G et sa différentielle. Pour un groupe G et pour une 
algébre de Lie g, 6*(G) et @‘(g) désigneront respectivement le i-iéme terme 
de la séries centrale décroissante de G et de g. 


1. Groupes de Lie nilpotents et résolubles. 


Définition. Soient G un groupe topologique et D un sous-groupe de G. 
On dira d’aprés A. I. Malcev [3] que D est uniforme dans G si l’espace quotient 
de G par l’adhérence de D dans G est compact. 

Le théoréme suivant démontré par G. D. Mostow [5] jouera un role 
fondamental dans notre raisonnement. 


THEOREME M. Soient G un groupe de Lie résoluble connexe, D un sous- 
groupe discret et uniforme de G et N le plus grand sous-groupe analytique 
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distingué et nilpotent de G. Alors DON est uniforme dans N et par 
consequent DN est fermé dans G. 


Définition. Soit g une algébre de Lie sur un corps de caractéristique 0. 
Une base de g sera dite rationnelle si les constantes de structure de g par 
rapport & cette base sont toutes rationnelles. 

Le théor’me de Campbell-Hausdorff-Dynkin (voir [11]) appliqué aux 
groupes de Lie nilpotents nous donne le lemme suivant. 


LeMME 1. Soient G un groupe de Lie nilpotent et g son algébre de Lie. 
Supposons qu’il existe une base rationnelle X,,--++,X_ de g. Alors tout 
élément du sous-groupe de G engendré par les éléments expX, (1 StSn) 
peut sécrire sous la forme expX, ow X est une combination linéaire de 
X1,°° *,Xn & coefficients rationnels. 


PROPOSITION 1. Soient Gun groupe de Lie nilpotent connexe et simple- 
ment connexe et D un sous-groupe uniforme de G. Alors @‘(D) est uniforme 
dans 6*(G) pour tout 1. 


On démontrera la proposition par récurrence sur 1. Supposons que 
4‘*(D) soit uniforme dans @‘-*(G). Soit H V’intersection de tous les sous- 
groupes analytiques de G contenant @‘()). H est lui-méme un sous-groupe 
analytique et @*(D) est uniforme dans H (voir [9]). Désignons par g, 
les algébres de Lie de G, H respectivement. Alors fh est le sous-espace de g 
engendré par les éléments X de g tels que exp X € @‘(D) (voir [9]). Soient 
zun élément de D et y un élément de @6‘(D). II existe donce des éléments 
uniquement détermines Y de g et Y de h tels que r—expYX et y=expY. 
Puisque exp Adx(Y) 6'(D) C H, Adzx(Y) appartient 4}. Comme 
Adz est un endomorphisme unipotent, adX peut s’écrire sous la forme d’un 
polyndme de Adz. Donc l’élément [X, Y] —adX(Y) appartient 4h. Puisque 
les éléments X engendrent g (voir [9]), § est un idéal de g. 

Soient maintenant x un élément de D et y un élément de @**(D). 
Posons x= expX, y=expY ot X€g et YE 6t*(g). On a la relation de 
congruence la relation Adz(Y)=Y(modh). En 
passant a l’égalité dans l’algébre quotient g/h, on peut conclure par le méme 
raisonnement que le précédent que l’élément [X,Y] appartient 4 . Donc on 
a 6‘(g) =[g, **(g)]C L’inclusion au sens inverse étant évidente, on 
a 6‘(g) =}, ce qui achéve la démonstration de la Proposition 1. 

Soit D un groupe résoluble. On dira qu’un ensemble ordonné {2;,- Zn} 
déléments de D est un systéme libre de générateurs si tout élément de D peut 


n 
se représenter dans une seule facon sous la forme [][ 2,7‘, ot des a; sont des 
i=1 
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Soit g une algébre de Lie et soit go, gr ume série nomale de gq; 
c’est-a-dire, une série décroissante de sous-algébres telle que go gr = {0} 
et que 9; soit un idéal dans gi, (1 Sir). Une base X,,- - -,Xn de g sera 


dite adaptée a cette série si, pour pour tout 7, il existe une partie de cette 
base qui forme une base de gj. 
La proposition suivante est due 4 Y. Matsushima (voir [4] Theorem 3). 


PROPOSITION 2. Soient Gun groupe de Lie nilpotent conneze et simple- 
ment connexe et D un sous-groupe discret et uniforme dans G. I1 existe alors 
une base X,,: - +,Xn de Valgébre de Lie g de G adaptée a la série centrale 
décroissante de g telle que, si l’on pose Xj, les éléments +, 2p 
constituent un systéme libre de générateurs de D. 


Proposition 3. Les notations étant celles de la Proposition 2, la base 
X,,° de g est rationnelle. 


Soit en effet 9; (117) le sous-espace de g engendré par les éléments 


*,Xn. Les g; sont des sous-algébres de §. Démontrons par récurrence 
sur i que les éléments Xj,:,- - -,X» constituent une base rationnelle de gj. 


L’assertion est triviale pour in. Supposons qu’elle soit vraie pour les 
indices supérieurs 4 7. Soit & un nombre plus grand que t. Puisque notre 
base s’adapte 4 la série centrale décroissante de 9, élément 2;2;,2;* est de la 
n 
forme [| z;*, les a; étant entiers. Par l’hypothése de récurrence, les éléments 
j=k+1 
Xs,’ * *; Xn forment une base rationnelle de 9,. Par le Lemme 1, Véle- 
n n 
ment [J x; est de la forme exp( > 0;X;), ott les b; sont des nombres rationnels. 
jrk+1 
Utilisant Végalité = exp Adz;(X;,), on obtient la relation Ada;(X;) 
=> );X;. Adz; étant unipotent, adX; peut s’écrire sous la forme d’un poly- 
n 
nome 4 coefficients rationnels de Adz; On obtient done = Dd 
j=k+1 
ou les c; sont des nombres rationnels, ce qui démontre la Proposition 3. 


THEOREME 1. Soient G un groupe de Lie résoluble connexe et simple- 
ment connexe, N le plus grand sous-groupe analytique distingué nilpotent de 
G et D un sous-groupe discret uniforme de G. Il existe alors un systéme 
libre de générateurs de D dont une partie +, forme un 
systéme libre de générateurs de DON tel que, si Von pose x—expXi 
(r+1Sicsn), les éléments constituent une base rationnelle 
de Valgébre de Lie n de N adaptée a la serié centrale décroissante de un. 


Par le Théoreme M, DM N et DN/N sont sous-groupes discrets et uni- 
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formes dans NV et G/N respectivement. It existe donc par les Propositions 2 


et 3 une base rationnelle X,.,,- :-,Xn de n adaptée a la série centrale 
décroissante de n telle que, si ’on pose 2,—expX; (r+1SiSn), les 
éléments forment un systéme libre de générateurs de DN N. 
D’un autre cdté, il existe un systéme libre de générateurs 2;*,- - -,z,* de 
DN/N. Prenons une image réciproque 2; de z;* dans D (l1SiSr). Alors 
les éléments 2,,° * *,2%, forment un systéme libre de générateurs de D ayant 


les propriétés voulues, ce qui démontre le Théoréme 1. 


Proposition 4. Soient G un groupe de Lie résoluble conneze et simple- 
ment connexe et D un sous-groupe discret et uniforme de G. Désignons par 
1(G) et 1(D) les longeurs des séries des commutateurs de G et de D repective- 
ment. Alors 

l(G) 21(G) —1. 


Si G est nilpotent, Végalité 1(G) =1(D) a lieu. 


Soit d’abord G@ nilpotent. Supposons que la derniére égalité ait lieu 
pour les groupes nilpotents de longueurs moins que celle de G. [D,D] est 
uniforme dans [G,@] par la Proposition 1. Par Vhypothése de récurrence, 
on a Végalité 1([G,G]) =1([D,D]), Vou Veégalité 1(G) =1(D). Dans le 
cas général, soit NV le plus grand sous-groupe analytique distingué nilpotent 
de G. Le Théoréme M dit que DMN est uniforme dans N et done que 
I((DQAN)=I1(N). Puisque N contient le groupe des commutateurs [G, G] 
de G,on a 1(4)—151(\N) =1(DNN) SID), ce que démontre la 
Proposition 4. 

G. D. Mostow [7] a introduit la notion de rang d’un groupe résoluble. 
Soit D un groupe résoluble et soit D‘(D) le i-icme terme de sa série des 
commutateurs. Le rang de D est défini par la somme suivante: 


rang D = rang(D**(D)/D‘(D)) 


Les rangs du cdté droit sont des rangs dans le sens usuel des groupes 
commutatifs. Puisque D est résoluble, la sommation est finie. Nous énu- 
mérons ci-dessous quelques propriétés du rang d’un groupe résoluble (voir 


[7] et [8]). 


1. Si D’ est un sous-groupe d’un groupe résoluble D, on a alors rang D’ 
SrangD. Si en particulier D’ est d’indice fini dans D, on a Végalité 
rang D’ = rang D. 


2. Si D’ est un sous-groupe distingué de D, alors rang D = rang D/D’ 
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+ rang D’. Donec, pour n’importe quelle série normale Do, D,,: - -,D, de D, 
on a 


rang D = > rang 
4=1 


3. Soient G un groupe de Lie résoluble connexe et simplement connexe 
et D un sous-groupe discret de G. Alors rang DS dim G. 


4, Si un group résoluble D admet un systéme libre de générateurs 
* *,Zn, alors le nombre n est égal rang D. 


Soit G un groupe de Lie 4 un nombre fini de composantes connexes. 
Il existe alors d’aprés [6] un sous-groupe compact maximal de G, et deux 
sous-groupes compacts maximaux de G sont conjugués par un automorphisme 
intérieur de G. 


LEMME 2. Sotent G un groupe de Lie résoluble a un nombre fini de 
composantes connexes, K un sous-groupe compact maximal de G et D un sous- 
groupe discret de G. Alors rang D est fini et au plus égal a dim G— dim K. 
Supposons qu'il existe un sous-groupe analytique fermé distingué et nilpotent 
N tel que le groupe quotient G/N soit nilpotent et que le sous-groupe DN 
soit fermé. Alors pour que Végalité rang D—dimG—dimK ait lieu, il 
faut et il suffit que D soit uniforme dans G. 


Soit G, la composante connexe de |’élément neutre de G. Alors DN G, 
est d’indice fini dans D, et par suite rang D—=rang DMG). D’un autre cété, 
G/D est compact si et seulement si G./DNM Gp» est compact. On peut donc 
supposer G connexe. 

Soient G le revétement universel de G et D Vimages réciproque de D 
dans G. Alors rang D est fini et au plus égal a dim@ par la troisiéme 
propriété du rang. Soit A le noyau de l’homomorphisme canonique de G sur G. 
La deuxiéme propriété du rang entraine l’égalité rang D — rang D = rang A. 
Soit encore K la composante connexe de |’élément neutre de l’image réciproque 
de K dans G. Puisque K est le revétement universel du tore K et que l’espace 
quotient G/K est simplement connexe, A est contenu dans K et donc 
rangA—dimK. On a donc l’inégalité rang D<dimG—dimK, ce qui 
démontre la premiére assertion. I] suffira de démontrer la deuxiéme assertion 
pour le cas simplement connexe. 

Supposons G nilpotent. L’assertion est évidemment vraie pour les groupes 
commutatifs. Supposons qu’elle soit vraie pour les groupes dont la longueur 
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de la série centrale décrossante est moindre que celle de G. Si D est uniforme 
dans G, DN 6*(G) est uniforme dans @'(G) par la Proposition 1 et par 
suite D@*(G@) est fermé. Donc les sous-groupes discrets D6*(G)/@*(G) et 
DN 6(G) sont respectivement uniformes dans G/6*(G@) et 6*(G@). L*hy- 
pothése de récurrrence entraine les deux égalités rang (D6"(G)/6'(G)) 
= dim(G/6'(G)) et rang (D @*(G)) =dim 6*(G); dou VPégalité voulue 
rang D = dim G. 

Supposons réciproquement rang D—dimG. Soit H le plus petit sous- 
groupe analytique de G contenant D. D est uniforme dans H; mais H est 
égal & G par l’inégalité rang DS dim H, ce qui démontre notre assertion. 

Considérons le cas général. Par l’hypothése, DN/N et DON sont des 
sous-groupes discrets dans G/N et N respectivement. Donc on a les inégalités 
rang DN/N S dim G/N et rang DO NSdimN. Si D est uniforme dans G, 
DN/N et DON sont uniformes dans G/N et N. Puisque G/N et N sont 
nilpotents, on a les deux égalités rang DVN/N=dimG/N et rang DON 
=dim N, qui entrainent Végalité voulue. Si réciproquement Végalité rang D 
dim G a lieu, on obtient, en vertu des deux inégalités ci-dessus, les deux 
égalités rang DVN/N=dimG/N et rangDON=dimN. Done DN/N et 
DON sont uniformes dans G/N et N respectivement, puisque G/N et N sont 
nilpotents. Ceci implique que D est uniforme dans G. Le Lemme 2 est donc 


démontré. 


2. Groupes algébriques résolubles. Soit K un corps de caractéristique 
0. On entendra par K-tore un sous-groupe algébrique irréductible et com- 
mutatif de GLZ(n,K) formé de matrices semi-simples. 

Soient G un sous-groupe algébrique irréductible et résoluble dans GL(n, K), 
G, le sous-groupe des matrices unipotentes de G et S un K-tore maximal 
contenu dans G. Alors G se décompose en produit semi-direct de S et de G,, 
G, étant distingué dans G. Si on désigne par g, g, et 3 respectivement les 
algébres de Lie de G, de G, et de S, on obtient une décomposition de g en 
produit semi-direct de § et de g,. On appellera ces décompositions décom- 
position de Chevalley. 


LEMME 38. Sott K un corps de caractéristique 0. Soit g une sous-algébre 
algébrique commutative de gl(n, K) composée de matrices semi-simples. Alors, 
st g 4 {0}, il existe un élément A de g ted que TrA? 0. 


Soit A une extension algébriquement close de K, et soit g la sous-algébre 
de gl(n, K) engendrée par g. On peut transformer simultanément les matrices 
de g en matrices diagonales; supposons que Y€g soit transformé en 
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(a,(X),- + +,%(X)). Alors les matrices de g sont caractérisées par un 
certain nombre de relations linéaires a coefficients rationnels entre les «;(X), 


qui peuvent se mettre sous la forme @m.i(X) = Dd cya;(X) (1 Sisn—wm), 
j=l 


m n-m m 
les étant rationnels. La forme quadratique X;? + (> ¢;X;)? étant > 0, 
j=1 4=1 j=1 


il existe un élément X€ g tel que TrX¥?~0. Si A,,: --,A, est une base 
de g, la forme quadratique }c;;TrA;A; qui prend des valeurs ~O sur K 
i,j 


prend aussi des valeurs 40 sur K. Le Lemme 3 est donc démontré. 


La forme bilineaire (A,B)—>TrAB sur gXq est non- 


dégénéreée. 


En effet, utilisons les notations de la demonstration précédente. Soit § 
une matrice de GL (n, K) telle que soit composé de matrices diagonales ; 
alors les matrices Y telles que SY S-* soient diagonaux et que Tr YY —0 pour 
tout X € g forment une algébre de Lie algébrique }, done gM § est algébrique, 
dot gNh—{0} daprés le résultat précédent. On a done démontré le 


Corollaire. 


~ 


ProposiTIon 5. Soit K un corps de caractéristique 0, et soit g une 
sous-algébre algébrique commutative de gl(n,K). Alors g se décompose en 
produit direct de sous-algébres algébriques qui n’admettent aucune sous-algébre 


algébrique. 


En effet, soit g = Qs X gu la décomposition de Chevalley de g. Puisque 
toute algébre formée de matrices nilpotentes est algébrique, g, est le produit 
direct de sous-algébres algébriques de dimension 1. De l’autre cdté, supposons 
que g, admette une sous-algébre algébrique a. Soit b le sous-espace de gq; 
formé des matrices X de g, telles que Tr XY —0 pour tout Y€a. D/’aprés le 
Corollaire précédent, 6 est une algébre de Lie algébrique et g, se décompose en 


produit direct de a et de b, ce qui achéve la démonstration de la Proposition 5. 


LeMME 4. Sott g une sous-algébre algébrique commutative de gl(n, R) 
formée de matices semi-simples. Alors g est le produit direct de la sous- 
algébre algébrique des matrices a valeurs propres réelles et de la sous-algébre 


algébrique des matrices a valeurs propres purement imaginaires. 


On peut supposer que tout élément XY de g est de la forme: 


se 
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C1 


C3 


Alors la partie diagonale Y de X et la matrice 1 —Y sont des répliques 
de XY, done appartiennent a g. L’expression XY —=Y-+(X—Y) donne la 


décomposition de g. 


CoroLLArrE. Soit Gun R-tore. Alors G est engendré par le plus grand 
sous-groupe compact de G et par le plus grand sous-groupe algébrique trré- 
ductible diagonalisable de G. Leur intersection est fine. 


C’est une conséquence directe du Lemme 4. 


Définition. Soit G un groupe algébrique de matrices a coefficients dans 
un corps K. Un caractére rationnel de G est une représentation rationnelle 
de G dans le groupe multiplicatif des éléments non-nuls de K. On définit la 
multiplication de deux caractéres rationnels x, x’ par la formule 


(xx’) (x) = x(x)x’(x) pour G. 


Alors ensemble de tous les caractéres rationnels de G forme un groupe 
commutatif, qu’on désignera par X(@). 


Proposition 6. Soient G un R-tore et K le plus grand sous-groupe 
compact de G. Alors le groupe des caractéres rationnels X(G) de G@ est un 
groupe commutatif sans torsion de rang égal a dim G—dim K. 


Les Propositions 1 et 2 de T. Ono [8] disent que X(G@) est un groupe 
commutatif sans torsion de rang fini. Soit H le plus grand sous-groupe 
algébrique irréductible diagonalisable de G. Alors la restriction d’un charac- 
tere rationnel de G 4 H/ est un homomorphisme de X(G@) dans X(H). D/’aprés 
le Corollaire du Lemme 4, cet homomorphisme est de noyau fini et de conoyau 
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fini. Le rang de X(@) est donc égal au rang de X(H). H étant diagonalisable, 
rang X(H) =dim4H, ce qui démontre la Proposition 6. 

Soit G un, sous-groupe algébrique irréductible résoluble de GL(n,Q). 
D’aprés G. D. Mostow [5], avec un peu de modification, l’espace quotient 
G®/G2 est revétu un nombre fini de fois par le produit direct d’un espace 
euclidien et d’un espace compact. Il n’est pas difficile de voir que la dimen- 
sion de la partie euclidienne de G®/G4, désignée par v(G*/G%), est égale a 
dim G® — dim K — rang G? ou K est un sous-groupe compact maximal de G®, 


THEOREME 2. Les notations étant comme ct-dessus, on a Végalité 
(GR/G7) —rang X(G@). 


Soient en effet G, le sous-groupe de G formé des matrices unipotentes 
de G et S un Q-tore maximal contenu dans G. Alors G—S-G, et 
GR — §®- G,® sont des décompositions de Chevalley pour G et G® respective- 
ment. La projection de G sur S est une représentation polynémiale (voir 
la démonstration de la Proposition 15 de T. Ono [8]); le groupe S?- G,? est 
done d’indice fini dans G? par la Proposition 13(6) de Ono [8]. On a 
toujours Végalité dim G, rang G,? (voir Proposition 18, Ono [8]) et le 
théoréme des unités pour les Q-tores (voir [8]) dit que 


rang = rang X(G*®) — rang X(@). 
En combinant ces égalités, on obtient l’égalité voulue. 


CoROLLAIRE. Les notations étants comme ci-dessus, pour que G? soit 
uniforme dans GR, il faut et il suffit que G n’admette pas de caractére 
rationnel non-trivial. 


Ce Corollaire est aussi une conséquence directe du fait qu’un groupe 
algébrique irréductible résoluble est de type (C) dans le sens de Ono [8]. 
Il est donc un cas spécial d’un théoréme plus général. 


3. Sous-groupes discrets de groupes résolubles. 


LEMME 5. Soient G un sous-groupe algébrique de GL(m,®) et f une 
représentation rationnelle de G dans GL(n,R), m et n étant des entiers 
positifs. Alors ’image f(G) est d’indice fini dans son adhérence algébrique 
dans GL(n,R), et donc fermée dans GL(n,R). 


En effet, la composante connexe G, de l’élément neutre de G est d’indice 
fini dans G (voir [%7]). Soient N le noyau de f et G* l’adhérence algébrique 
de f(G@) dans GL(n,R). Alors dim G*—dimG—dimN. D’un autre cété, 
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dim f(@o) =dim G—dimN. Par conséquent f(G) est la composante con- 
nexe de l’élément neutre dans G*, et done d’indice fini dans G*, ce qui finit 
la démonstration du Lemme 5. 

La Proposition 6, §5, Ch. V de Chevalley [1] nous donne le lemme 
suivant. 

LemME 6. Soient g une algébre de Lie résoluble sur un corps de carac- 
téristique 0 et n le plus grand idéal nilpotent de g. Supposons que l'image 
de g par sa représentation adjointe soit algébrique. Il eatste alors dans g 
une sous-algébre commutative a telle que g se décompose en produit semi- 
direct de a et de n. 


Le lemme suivant est bien connu. 


LemME 7. Soit Gun groupe commutatif d’automorphismes semi-simples 
d’un espace vectoriel V de dimension finie sur un corps. Supposons que G 
laisse stable un sous-espace U de V. Alors la représentation identique de G 
est équivalente & la somme directe des représentations sur U et sur V/U qut 
se dédutsent de la représentation identique. 


Soit G un groupe. Deux sous-groupes D et D’ de G seront dits commen- 
surables si leur intersection DM D’ est d’indice fini dans chacun d’eux. Le 
lemme suivant est bien connu (on peut en trouver une démonstration dans 
Vintroduction de A. Weil ([12]). 


LemMmMeE 8. Soient G et H des sous-groupes algébriques de GL(m,Q) 
et GL(n, Q) respectivement. Supposons qu’il existe un tsomorphisme rationnel 
fdeGsur H. Alors et f(G) sont commensurables. 


LEMME 9. Soient G un groupe de Lie nilpotent conneze et Z son centre. 
Désignons par g, 3 les algébres de Lie de G, Z respectivement. Soient m un 
sous-espace complémentatre de 3 dans g et M le sous-ensemble de G formé 
des éléments de la forme exp X, ou XE m. Alors tout élément de G se repre- 
sente dans une seule fagon comme le produit d’un élément de M et d'un 
élément de Z. 


Soit en effet c un élément de G. II existe un élément XY de g tel que 
t—=expX. X est la somme d’un élément Xm de m et d’un élément X, de 3. 
Si lon pose 2, = exp Xm et x; == exp X;, on obtient une décomposition voulue: 
Ly 

Supposons ensuite qu’il y ait deux décompositions 2, = Ys OU 
Tm; Ym € M, Z. On a On peut done supposer qu’un 
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élément x de M est de la forme 2°23, OL Xm € W et x;€ Z. Supposons momen- 
tanément G simplement connexe. II existe alors des éléments uniquement 
déterminés X, Xm de m et X; de 3 tels que r—expX, %m—expXy et 
2,—=expX;. (Il est remarquer que Z est connexe). Ona X¥=Xy,4 X,, 
doi XY = Xm, X¥;—0. Donec notre assertion est vraie si G est simplement 
connexe. Soit maintenant G le revétement universel de G, et soient Z, Zm, 
respectivement les éléments des images réciproques de 2, %m, dans 
On a alors ov est un élément du centre de G. Done im, 
ce qui entraine les relations z = 7 et xy; =e. Le Lemme 9 est donc démontre. 

Soit G un groupe de Lie résoluble. Dans tout ce qui suit, P désignera 
la représentation de G sur le plus grand idéal nilpotent de Valgébre de Lie 
de G@ qui se déduit de la représentation adjointe de G. Désignons par p la 
différentielle de P. 


THEOREME 3. Soit G un groupe algébrique résoluble d’automorphismes 
d’un espace vectoriel de dimension finie sur le corps des nombres réels. Alors 
pour quil existe dans G un sous-groupe discret et uniforme, il faut et il suffit 
que le plus grand idéal nilpotent n de Valgébre de Lie g de G admette une 
base rationnelle B telle que les deux conditions suivantes soient satisfaites. 


1) Soit N le sous-groupe analytique de G correspondant a un, et soient 
K et € le plus grand sous-groupe compact de N et son algebre de Lie. Alors 
la base B est adaptce a la série normale n, £, {0} de n. 


2) Si on considére P(G) comme un groupe de matrices par rapport & 
B, P(G)2 est uniforme dans P(G). 


THEOREME 3’. Soit G un groupe de Lie résoluble a un nombre fini de 
composantes connexes. Supposons que Vimage de Valgébre de Lie g de G 
par sa représentation adjointe soit algébrique. Alors la conclusion du 
Théoréme 2 est aussi valable pour G. 


Le Théoréme 3 est contenu dans le Théoréme 3’ en vertu du Lemme 5. 
On peut supposer sans restreindre la généralité que G est connexe. La démon- 
stration procédera en plusieurs étapes. 


1°) Supposons d’abord qu’il existe dans G@ un sous-groupe discret et 
uniforme D. Soient G le revétement universel de G, D V’image réciproque 
de D dans G et N le plus grand sous-groupe analytique distingué et nilpotent 
de G. Alors DANN est uniforme dans N par le Théoréme M. En vertu du 
Théoréme 1, il existe un systéme libre de générateurs Ur, Ln 
de D dont la partie 2,,- - *,2, forme un systéme libre de générateurs de 


| 
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DON tel que, si l’on pose x, X; (1 Sin), les éléments + 
constituent une base rationnelle ®’ de l’algébre de Lie n de NW adaptée 4 la 
série centrale décroissante de n. On considérera désormais tout endomorphisme 
de espace vectoriel 1 comme une matrice par rapport 4 8’. 


n 
2°) Ona la relation exp Adu;(X;) = wajuz* = ott les aij, sont 
k=1 


des entiers. Puisque N est nilpotent et simplement connexe, Adu;(X;) est 
une combinaison linéaire de X,,- - -,X» 4 coefficients rationnels par le Lemme 
1. Les martices Pu; (1Si=r) sont done des matrices rationnelles. Par 
suite P(D) est contenu dans GL(n,Q) et P(G)@ est uniforme dans P(G). 


3°) Soit H la composante irréductible de l’élément neutre de l’adhérence 
algébrique de P(G@)@ dans GL(n,Q). H*® désigne comme dhabitude |’ad- 
hérence algébrique de H dans GL(n,R). Alors P(G@) NH* est uniforme 
dans P(G@). D’un autre cété, H® est contenu dans l’adhérence algébrique de 
P(G) dans GL(n,R) dans laquelle P(G) est d’indice fini. Done P(G)N H® 
est Windice fini dans H®. Puisque P(@)@ et H sont commensurables, P(()? 
et H? le sont aussi. Par conséquent, si on démontre que H? est uniforme 
dans H®, P(G)2 H# sera uniforme dans P(G@) M H¥, et donce P(G)# sera 
uniforme dans P(@). II suffit done de démontrer que H? est uniforme dans 
HR, Soit S un Q-tore maximal contenu dans H. Alors il suffit de démontrer 


que S* est uniforme dans S¥. 


4°) Soient P; les représentations de G sur les espaces 6*?(n)/6‘(n) 
(1=i<s) déduites de la représentation P, et soit P, la représentation somme- 


directe de P,,- - -,P,. Pour un élément z de G, on a: 
P, (x) | 0 P, (2) | 0 
P(e) = = 
* 
P.(2) | | 0 | P, (x) | 
Supposons que les éléments Xn forment une base de 6‘(n), ot 


Si a(i—1) <jSa(t) et si wu est un élément 
de D, on a la relation de congruence 


k=a(i) 
k=0(i-1)+1 
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Puisque le groupe 6**(N)/6@‘(N) est commutatif, on obtient la relation 


(4) 
Pu(X;)= 
k=Q(4-1)+1 
ot les a, sont des entiers. Donec Pw est une matrice entiére de déterminant 
+1, de sorte que tout élément de P,(D) est une telle matrice. Po(G)? est 
done uniforme dans P,(@). 


5°) La représentation P, se factorise comme Pp —®0P, ou ® est une 
représentation de P(G). © donne par la maniére naturelle une représentation 
de H®, laquelle nous désignerons encore par ®. Puisque P(G)?@ et H sont 
commensurables et que P(D) est contenu dans P(G)®, HM P(D) est dindice 
fini dans P(D). Done ®(H) MP,(D) est indice fini dans P)(D). Puisque 
P,(D) est uniforme dans P,(G@) et que P(G) MH* est d’indice fini dans 
H®, 6(H)P,(D) est uniforme dans ®(H)". Puisque le noyau de P, 
contient N,®(H) (8S). Par le Lemme 7, la représentation @ de § est 
équivalent 4 la représentation identique de S sur le corps des nombres 
rationnels. Done le Lemme 8 entraine que S? est uniforme dans S®’. Ona 
done vu la deuxiéme condition satisfaite. 


6°) Soit f Vhomomorphisme canonique de W sur NV. Le rang du noyau 
de f est égal 4 dim K. Le noyau de f est donc contenu et uniforme dans le 
sous-groupe analytique de G correspondant & f, et par suite DN K est uniforme 
dans K. Il existe donc un systéme libre de générateurs yrs," - *, Yn de DN K 
tel que, si on pose y,=expY; (¢+1S1S7n), les éléments 
forment une base de f. D’un autre cété, (DN N)K est fermé dans NW et il 
existe un systéme libre de générateurs y,*,- --,y;* de (DN N)K/K. Svit 
y; (1SiSt) une image réciproque de y,* dans DN N, et soit Y; (1SiSt) 


Vélément de n tel que exp Y;. Alors les éléments - -, forment un 
systéme libre de générateurs de DMN et les éléments Y,,- - -, Y, forment 
une base @ de n adaptée 4 la série normale n, f, {0} de n. Puisque 2,- - -, 2, 


est un systéme libre de générateurs de DON, élément y, (1SiSn) se 


n 
représente sous la forme [[z/*/, ot les aj; sont des entiers. En vertu du 
j=1 n 
Lemme 1, on obtient la relation Y;— > 0;X;, ot les 6; sont des nombres 
j=l 
rationnels. Les deux bases @ et ®’ sont donc liées par une transformation 
rationnelle. Nous considérons maintenant tout endomorphisme de n comme 
une matrice par rapport 4 @. En vertu du Lemme 8, P(G@)? est uniforme 
dans P(G@) aussi pour 8. On a donc vu toutes les conditions voulues satisfaites. 
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7°) On se propose maintenant de démontrer la réciproque. Soit 3 le 
centre de n. Il est & remarquer que 3 contient £ et que 3 est le noyau de p. 


On peut supposer par le Lemme 8 que notre base rationnelle 8—X,,- - -, Xe, 
Z,,: °°, 2s est adaptée & la série normale n, 3, f, {0} de n et que les éléments 
forment une base de 3 telle que les éléments expZ; (1S1Ss) 


engendrent un sous-groupe dicret du centre Z de N. Désignons par n@ V’algébre 
de Lie sur Q formée des combinaisons linéaires des membres de @ & coefficients 
rationnels. Le centre 3? de n@ est alors l’ensemble des combinations linéaires 
de Z,,: - *,Zs & coefficients rationnels. Soient H la composante irréductible 
de élément neutre de V’adhérence algégrique de P(G@)@ dans GL(n,Q) et 
H=S-H,, une décomposition de Chevalley de H. Puisque les matrices de S 
sont toutes semi-simples et qu’elles transforment Z@ sur lui-méme, il existe 
un sous-espace m2 de n@ tel que n@ se décompose en somme directe de m@ 
et de 32, et que m® soit stable par S. 


8°) H,# est uniforme dans H® d’aprés la Proposition 18 de T. Ono [8] 
et notre Lemme 2. Puisque H,* est un groupe de Lie nilpotent connexe et 
simplement connexe (voir Corollaire 2, p. 125 de [1]) et contenu dans P(G@), 
il existe des matrices unipotentes rationnelles Y,*,- - -,Y,* telles qu’elles 
forment une base de p(n@) et que les éléments y;*—expY;* (1SiS7r) 
constituent un systéme libre de générateurs de Soit Y; 
’élément de m@ tel que Alors les éléments Y,,-- -,Y,, 
Z;.: *,Z, forment aussi une base rationnelle 8’ de n. 


Soit y4,=exp Y; dans G. On a la relation = Il (1 Si, 
jar), Mot la relation: = viz étant sin de Z. 
Il] suit du Lemme 1 et de la ssiiindias de la base @’ que v;; est de la forme 
exp & dinZ, ot les bij, sont des nombres rationnels. Soit p un dénominateur 


commun des et posons = (1/p)Z, et Alors est de 
la forme 

Te, 

k=1 
ou cij, sont des entiers. Il] en résulte que les éléments Yr, 21,° 2's 
engendrent un sous-groupe dicret et uniforme dans N. 

9°) D’aprés le Lemme 6, g se décompose en produit semi-direct d’une 

sous-algébre commutative a et de n. Alors GAN, ot A est le sous-groupe 
analytique de G correspondant 4a. Désignons par Py, la restriction de P 4 A. 
Le noyau de est discret et P4(A) =P(G) Soit w,*,- -,u;* un 
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systeme de générateurs de S47 P(G) et soit u, (1LStSl) une image 


réciproque de u;* par P4. Soit encore w,1,° * *,Um un systéme de générateurs 
du noyau de Py. II est alors facile voir que les éléments Um engen- 


drent l’image réciproque D4 de S*M P(G) par Pa, qui est un sous-groupe 
discret et uniforme dans A. 


10°) Soit M Vensemble des éléments de N de la forme exp X, ot X € m. 
D’aprés le Lemme 9, tout élément de N peut s’écrire dans une seue facon 
comme le produit d’un élément de MV et d’un élément de Z. En vertu de 
Vinvariance de m sous les opérations de S, Vélément uyju;* = exp Pu;(Y;) 
appartient 4 M. D’un autre cété, on a la relation 


=I dou la relation: = Viz, Vig 
(=1 k=1 
Par le Lemme 1 et par la rationalité de la base Y,,- - +, 
est de la forme exp( + cinZ’x), oti les bi, et les cij, sont 
= | k=1 
des nombres rationnels. 
Soit g un dénominateur commun des et posons = (1/q)Z’, 


8 8 
Ona alors exp = [] ott les dij, sont des entiers. 
k=1 k=1 
position suivant NV = MZ. En vertu de l’unicité, on obtient que v4; = [] 2-4". 
On a en plus: 


U2” ju; = exp Pu;(Z”";) = exp(1/pq) Pui(Z;). 
Puisque Pu; est une matrice entiére par rapport 4 la base @, on a Pu;(Z;) 
8 8 
= > 011 les aj; sont des entiers. On obtient done juz? = [] 242". 
ij j 


11°) Soit Dy le sous-groupe discret et uniforme dans N engendré par 
les éléments 9:,° *,Yr, Posons enfin D le sous-groupe de G 
engendré par D4 et Dy. Alors les régles de commutations entre des générateurs 
de D décrites dans 8° et 10° montrent que D=D4,Dy et que D est discret. 
De l’autre cdté, le Lemme 2 implique que D est uniforme dans G, ce qui achéve 
la démonstration du Théoréme 3’. 


CoROLLAIRE 1. La condition 2) du Théoréme 3’ peut se remplacer par 
les deux conditions suivantes. 


3) (P(G)@)® est uniforme dans Vadhérence algébrique de P(G) dans 
GL(n,R). 
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4) Soit H la composante irréductible de V élément neutre de Vadhérence 
algébrique de P(G)@ dans GL(n,Q). Alors H n’admet pas de caractére 


rationnel non-trivial. 
C’est une conséquence immédiate du Théoréme 3’ et du Théoréme 2. 


CoROLLAIRE 2. Sott G* V’adhérence algébrique de P(G) dans GL(n,R) 
et soit G*—S§*-G,* une décomposition de Chevalley de G*. Alors la 
condition 2) du Théoréme 3’ peut se remplacer par les deux conditions 
suivantes. 


5) H, est algébriquement dense dans G,*. 
6) rang X(S*) rang S*2. 


Supposons en effet qu’il existe dans G un sous-groupe discret et uniforme. 
Puisque G,* est un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe 
et que (P(G@)®@)* est uniforme dans G*, H, est algébriquement dense dans 
Gy*. Puisque H® est uniforme dans G* et que X(S*) = X(@)*, le Lemme 
2 et la Proposition 6 entrainent la condition 6). 

Si réciproquement les deux conditions sont satisfaites, le Lemme 2, la 
Proposition 6 et la Proposition 18 de Ono [8] impliquent que H? est uniforme 
dans G®, ce qui démontre le Corollaire 2. 


4. Structures kahlériennes. 


LEMME 10. Soit V un espace vectoriel de dimension fine sur le corps 
des nombres réels, et soit F¥ une famille linéaire commutative formée de trans- 
formations linéaires semi-simples de V. Si F transforme V sur lui-méme, 
il existe un élément X de F tel qu’il transforme V sur lui-méme 


Soit V—V, :-- --+V, une décomposition de V en somme directe de 
sous-espaces simples. Alors dim V; est 1 ou 2, et il existe des éléments YX; 
(lSiss) de F tels que X¥;(Vi) —Vi. On peut alors trouver une com- 


& 
binaison linéaire X¥ = >) &X; telle que X(V) = V. 
ia 
THEOREME 4. Sott G un groupe de Lie résoluble connexe et simplement 


connexe. Pour qu'il existe dans G un sous-groupe commutatif discret et unt- 
forme, it faut et il suffit que les trois conditions suivantes soient satisfiaites: 


1°) Valgébre dérivée g’ de Valgébre de Lie g de G est commutative ; 
2°) «al existe une sous-algébre h de g telle que g se décompose en produtt 


semt-direct de et de q’; 
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3°) Vimage de G par sa représentation sur Vespace g’ déduite de sa 
représentation adjointe est compacte. 


S’il en est ainsi, il suit de la que: 


(i) le plus grand idéal nilpotent n de g est commutatif, et n se décom- 
pose en produit direct de g’ et du centre de g. 


(ii) la série centrale décroissante de g se termine avec g’; c’est-d-dire, 
[g,9’] Done g’ est de dimension paire. 


Supposons d’abord les trois conditions satisfaites. Soit H le sous-groupe 
analytique de G correspondant a h, et soit ® la représentation de H sur l’espace 
gq’ déduite de la représentation adjointe de G. Alors le noyau de © est 
uniforme dans H d’aprés la condition 3°, et il existe une base X,,- - -,X, de 
h telle que ® (expX;) —1 pour 1SiSs. Prenons du reste une base 
de g’. Alors les éléments expX; (117) engendrent un 
sous-groupe commutatif discret et uniforme dans G. 

Supposons ensuite que G contienne un sous-groupe commutatif discret 
et uniforme D. Désignons comme toujours par P of p respectivement les 
représentations de G et de g sur n qui se déduisent de leurs représentations 
adjointes. Soit NV le sous-groupe analytique de G qui correspond 4n. DOWN 
étant uniforme par le Théoréme M, N est commutatif par la Proposition 4. 
Il existe une base X;,,,---°,X, de n telle que les éléments 2,—exp Xj 
(r<tSn) forment un systéme libre de générateurs de DN N. Pour tout 
élément z de D, on a la relation exp Adx(X;) = zajx- = 7, = exp Xj, et par 
suite Adz(X;) —=X;. Done P(D) De Vautre cédté, P(N) = {1} 
puisque N est commutatif. P(G) s’identifie donc 4 Vimage d’un espace 
compact G/DN par une application continue, ce qui implique que P(G) est 
compact. Soit G* le dernier terme de la séries centrale décroissante de G. 
Alors le groupe DG°/G* est un sous-groupe commutatif uniforme dans le 
groupe nilpotent simplement connexe G/G*. Done G/G* est commutatif, 
ce qui implique que [g,g’] 4g’. Ce fait avec la semi-simplicité de la repré- 
sentation p nous donne la décomposition de n en produit direct de g’ et du 
centre de g. 

Les éléments de p(g) restreints 4 g’ forment une famille linéaire de trans- 
formations linéaires semi-simples de g’, et en plus elle transforme g’ sur lui- 
méme. I] existe d’aprés le Lemme 10 un élément L de g tel que [L, g’] =’. 
Soit le centralissateur de dans g. II est évident que hN g’ = {0}. SiX 
est un élément de g, il existe un élément Y de g’ tel que [L,X] —[L, Y]. 
Done X —Y appartient a , ce qui dit que g est la somme directe des sous- 


sa 


re, 


semi-direct de et de gq’; 
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espaces ) et de g’. Si X, Y sont des éléments de §, on a la relation 
(L, [X, ¥]] =[[4,X], Donec est une sous-algébre 
de g. En plus, § est commutative puisqu’elle est isomorphe 4 g/g’. Le 
Théoreme 4 est done démontré. 


CoroLiarrE. Les notations étant celles du Théoréme 4, on peut prendre 
une base L; (1SisSr) de h et une base A;, (1SjSt) de de telle 
sorte que lV’on ait les relations de structure [L;, Aj] =ayBj, [Li, Bj] =— aj, 
ou ay sont des entiers. 


Remarque. Soient G, N, Z et Z, respectivement un groupe de Lie 
résoluble connexe et simplement connexe, le plus grand sous-groupe analytique 
distingué nilpotent de G, le centre de G et sa composante connexe de |’élément 
neutre. On a alors l’inégalité suivante [9]; 


rang Z/Z, S dim G — dim N. 


Il est done évident que pour le group dans le Théoréme 4, le rang en question 
est égal a dim G—dim N. 


LEMME 11. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe de matrices 
réelles. Si G contient un sous-groupe commutatif et uniforme, G est lui-méme 
commutattf. 


Il est bien connu que G est le produit direct du plus grand sous-groupe 
compact K et d’un sous-groupe connexe et simplement connexe A. Soit D 
un sous-groupe commutatif et uniforme dans G. DK/K est un sous-groupe 
commutatif et uniforme dans G/K. La Proposition 4 implique done que G/K 
est commutatif. A étant isomorphe 4 G/K, G@ est lui-méme commutatif, ce 
qui finit la démonstration. 

Le Théoréme suivant est di a4 J. Hano [2], qui n’y est d’ailleurs pas 
explicitement mentionné. 


THEOREME H. Soit Gun groupe de Lie unimodulaire connexe et simple- 
ment connexe de dimension paire. Pour que G admette une structure 
kihlerienne invariante & droite, il faut et il suffit que les conditions suivantes 
soient satisfaites : 


1°) Valgébre dérivée g’ de Valgébre de Lie g de G est commutative ; 


2°) «i existe une sous-algébre h de g telle que g se décompose en produit 
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3°) Vimage de G par sa représentation sur g’ déduite de sa représen- 
tation adjointe a l’adhérence compacte dans GL(q’) ; 


4°) la série centrale décroissante de g se termine a g’. 


On obtient trivialement le corollaire suivant du Théoréme 4 et du 
Théoréme H. 


CoROLLAIRE. Si un groupe de Lie résoluble connexe et simplement 
connexe de dimension paire contient un sous-groupe commutatif discret et 
uniforme, il admet une structure kahlérienne invariante a droite. Si en 
particulier G est unimodulaire et si Vimage de G par sa représentation sur 
Vespace g’ dédutte de sa représentation adjointe est fermée dans GL(q’), 
la réciproque est ausst vrate. 


THEOREME 5. Soit G un groupe algébrique résoluble d’automorphismes 
d’un espace vectoriel de dimension finie sur le corps des nombres réels. Alors 
les conditions (a) et (b) ci-dessous sont équivalentes. Si en particulier la 
dimension de G est paire, elles sont équivalentes a la condition (c). 


(a) G contient un sous-groupe commutatif discret et untforme; 
(b) G satisfatt aux trois conditions dans le Théoréme 4; 


(c) G est unimodulaire et admet une structure kahlerienne invariante 
a droite. 


Remarquons d’abord que l’image de G par sa représentation sur Q’ 


déduite de sa représentation adjointe est fermée dans GL(qg’) par le Lemme 5. 
Désignons par G, la composante connexe de l’élément neutre de G et par G 
le revétement universel de Go. 

Supposons d’abord la condition (6) satisfaite. Alors G satisfait aussi 
&(b). Soient H et H les sous-groupes analytiques correspondant 4 h dans G, 
et G respectivement ; et soient Z et Z, le centre de G et sa composante connexe 
de élément neutre. Puisque rang Z/Z, ne peut pas dépasser dim g — dim n, 
Z doit étre contenu dans H. Donc H est fermé dans G,. Alors notre argu- 
ment dans la démonstration du Théoréme 4 reste valable sans aucune modifica- 
tion, et (b) entraine (a). 

Supposons ensuite la condition (a) satisfaite. On peut supposer que Gy 
contient un sous-groupe commutatif discret et uniforme D. Soit N le sous- 
groupe analytique de G, correspondant 4 n. Le Théoréme M dit que DON 
est uniforme dans NV. WN étant un groupe nilpotent connexe de matrices 
réelles, le Lemme 11 implique que NV est commutatif. On voit alors facile- 


\ 
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ment que P(G@) est compact, comme dans la démonstration du Théoréme 4. 
Soit G* le dernier terme de la série centrale décroissante de G. Puisque G 
est algébrique, G* est aussi algébrique (voir [1]) et done fermé dans G. 
Alors le groupe DG*/G* est un sous-groupe commutatif et uniforme dans 
G/G*. Puisque G/G* est isomorphe 4 un groupe algébrique nilpotent de 
matrices réelles (voir [1]), le Lemme 11 implique que G/G* est commutatif, 
ce qui entraine que [g,g’] 4’. Le reste de la démonstration est tout a fait 
le méme que la derniére partie de celle du Théoréme 4. Donec (a) entraine (6). 
Supposons enfin la dimension de G paire. La condition (c) équivaut a 
dire que G est unimodulaire et admet une structure kihlérienne invariante a 
droite. Alors le Théoréme 4 et le Corollaire du Théoréme H établissent 
l’équivalence de (c) et (6). Le Théoréme 5 est done démontré. 


5. Une construction d’une variété abélienne. .On se propose main- 
tenant de construire une variété abélienne a partir d’une structure kahlérienne 
invariante 4 droite sur un groupe de Lie résoluble connexe et simplement 
connexe. Soit G un tel groupe et g son algébre de Lie. Une structure 
kihlérienne invariante sur G est donnée par une paize (J,B) d'une trans- 
formation linéaire J de g appelée la structure complexe de g et d’une forme 
bilinéaire symétrique positive non-dégénérée B sur g Xg a valeurs réelles 
appelée la métrique kihlérienne sur g, lesquelles satisfont ensemble aux 


conditions suivantes: 


B(JX,JY) =B(X,Y), X,Y€q, 
dK =0, 


ot K(X, Y) = B(JX,Y) et K est considéré comme une cochaine de degré 2 
sur g. 

Soit § le sous-espace de g complémentaire orthogonal a l’algébre dérivée 
gq’ par rapport 4 B. Alors § est une sous-algébre de g, et g se décompose en 
produit semi-direct de h et de g’ (voir [2]). II existe done une base LZ; 
(1SisSr) de § et une base A;, Bj (1Sj St) de Q/ telle qu’on ait les 


relations de structure 
[ Lis A;] “== aijB;, [ Li, B;| =— j, 
ott aj; sont des nombres réels, qui ne sont pas nécessairement rationnels. On 


désignera cette base par B. 


D’aprés J. Hano [2], les sous-espaces h et g’ sont respectivement stables 


J? a — 1, 
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par J. Donc les restrictions de (J,B) 4 h et a g’ donnent respectivement des 
structures kahlériennes sur H et sur G’, ot H et G’ sont les sous-groupes 
analytiques de G correspondant a h et & g’ respectivement. Nous montrerons 
d’abord que la variété kahlerienne G se décompose en produit direct des deux 
variétés kihlériennes H et G’. 


Tout élément x de G s’écrit dans une seule fagon sous la forme suivante: 
r t 
a=expX-expC, C=—> 
4=1 


Prenons deux bases de l’espace tangent & G en xz. La premiére est la 
translatée a droite de la base @ de g. Les fonctions définies autour de z 
seront considérées comme fonctions de n variables réelles définies autour du 
point (2,° 2%, U1,V1,"° Ut, V+). Leurs différentiations partielles par 
rapport a chaque variable forment la deuxiéme base. Remarquons ici que la 
deuxiéme base est adaptée & la décomposition de la variété G en produit direct 
des deux variétés H et G’. On obtient aisément la matrice de transition de 
ces deux bases: 


a= 
4=1 


Qt 


On obtient donc la décomposition de la variété kahlérienne G en produit 
direct des deux variétés kihlériennes H et G’ 


Nous posons désormais les deux hypothéses suivantes: 


HypotuHéseE I. L’image de G par sa représentation sur g’ déduite de 
sa représentation adjointe est fermée dans GL(q’). 


Alors le groupe G est du type traité dans le Théoréme 4, et donc on 
suppose que les constantes de structure aj; de la base @ soient toutes entiéres 
(voir Corollaire du Théoréme 4). 
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Hypotuese IJ. La matrice associée a la forme bilinéatre K par rapport 
a la base B est rationnelle. 


Les éléments exp (1 Sir), exp Aj, exp B; St) engendrent 
un sous-groupe commutatif discret et uniforme dans G. Nous le désignons 
par D. Sous ces hypothéses, nous allons montrer que la variété G/D sera 
munie d’une structure de variété abélienne déduite de la structure kihlérienne 
sur G. 

D est le produit direct de DOH et de DNG’. Puisque DN EH est 
central dans G, la variété quotient G/D se décompose en produit direct des 
deux variétés H/DN H et G’. Done la variété kahlérienne quotient 
G/D est le produit direct des deux tores kahlériens H/DN H et G’/DN @’. 

On considére H comme espace vectoriel et définit une structure complexe 
J de H par Jz= exp 2xJX, ot x 2rX, XEH. On définit une forme bi- 
linéaire sur H XH par E(a, y)=— K(X, Y), ot =exp y = exp 
X,Y¢€h. Il est alors facile de vérifier les conditions de Riemann pour E£, 
de sorte que H/DMH est une variété abélienne. I] en est de méme de 
@’/DOG. La variété G/D est done le produit direct de deux variétés 
abéliennes. 

Ezxemple. Supposons que l’hypothése I se vérifie pour G. Prenons la 
matrice unité pour matrice associée 4 la forme bilinéaire B et la matrice 


1 0 


pour matrice de la transformation linéeaire J, toutes les deux par rapport 4 


la base B. On voit facilement que (J,B) donne une structure kihlerienne 
invariante a droite sur G et que l’hypothése II se vérifie. 
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A COMBINATORIAL GENERALIZATION OF THE 
ROGERS-RAMANUJAN IDENTITIES.* 


By Basit Gorpon. 


1. Introduction. The Rogers-Ramanujan identities (cf. [1], p. 290) 
state that 


(1) (1 — 2514) (1—2"™) 


n=0 
and 
(2) (1 — (1— 2?) (1—2™). 


Identity (1) can be interpreted combinatorially as saying that the number of 
partitions of any integer N into parts not congruent to 0, + 2 (mod 5) is equal 
to the number of partitions of N= N,+ with Nj = Ni, +2. 
Similarly, identity (2) says that the number of partitions of N into parts 
not congruent to 0, +1(mod5) is equal to the number of partitions 
with Ni. +2, In view of Euler’s 
identity 


(1 + 2”) 


3 

which says that the number of partitions of N into odd parts is equal to the 
number of partitions of N into unequal parts, one is naturally led to look 
for generalizations of (1), (2), and (3). It is tempting to suppose that such 
an extension would involve partitions of the form N —WN,-+.-- -+ N;, with 
Ni;= Nin +d (d2=3), and Schur [8] has obtained such a result for d=3. 
However, Lehmer [2] and Alder [3] have proved several non-existence 
theorems about this type of generalization. On the other hand Glaisher [4] 
proved the following extension of Euler’s identity (3). 


Glaisher’s Theorem. The number of partitions of any integer NV into 
parts not divisible by d is equal to the number of partitions of the form 
N=N,+--+-+N, with Ni. and +1. 

We will obtain the corresponding extension of (1) and (2) by proving 


* Received January 3, 1961. 
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THEOREM 1. The number of partitions of N into parts not congruent to 
0, +¢(mod2d+1), where 1St=d, is equal to the number of partitions 
of the form where Ni 2 Nin, NiZ +2, and 
= 2. 


Alder [6] and Singh [9] have obtained an analytical generalization of 
the Rogers-Ramanujan identities to the effect that 


(4) Il 1/(1—a*) 1 + 2 - 
nx=0,+t(2d+1) 

where the Patm(a) are polynomials in x. Carlitz [7] has recently obtained 
an explicit formula for these polynomials when t=1 or td. I have not 
been able to show directly that the right hand side of (4) is the generating 
function for partitions = N, + ---+ Nx, where = Nin, Ni = + 2, 
and N;4.: = 2 even in the special cases = 1 and td. Theorem 1 suggests 
strongly that such an interpretation is possible. 


2. Proof of Theorem 1. The method of proof is similar to that of Schur 
[5] for (1) and (2). Denote by Fa(N) the number of partitions of the 
form where Ni = Nia, + 2, and = 2. 


Put Fa(0) —1, and consider the generating function = > Fa (N yam. 
n=0 


For example ¢2:(z) and ¢22(x) are the right hand sides of (2) and (1) 
respectively. To prove Theorem 1 we must show that 


(5) gar(z) = — (1 — 90), 
n=1 
since the right hand side of (4) is the generating function for the number 


of partitions of N into parts not congruent to 0, +¢(mod2d+1). In 
Jacobi’s identity 


IT (1—?*) (1 + (1 + *z*) => 
take g=«%4 and z—=—v2**4, This gives the identity 


0 


where a(v) = (d+ (d—t-+ 
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It is therefore sufficient to prove that 
(1—2*) ar(2) (—1) "2%. 


When the left hand side of (6) is expanded as a power series >) ca;:(n) a", the 
n=0 


coefficients cg;(n) can evidently be interpreted as follows: write n=a,-+--- 


where 


Then ca:(n) = >(—1)*, the sum being extended over all such partitions. 
We will show wthat there is a 1: 1 correspondence between the class of all 
such partitions with & even and the class of those with k odd except when n 
has the form 


n= (d+4)v?+ 


In this case we will prove that the class for which k= y(2) contains one more 
partition than the class for which k#4v(2). This of course proves that 
ca(n) unless n= (d+4)r?+ (d—t+4)v, in which case 
= (—1)”; the theorem then follows at once. 

As in [5], we write any partition satisfying conditions (7) in the form 
(A | B) == | ; if the a’s or b’s are absent from the partition, 
it is denoted by (-|B) or (A|-). For example if d=3, t—1, n=6, the 
partitions in question are (6|—), (51|-), (42|-), (321|-), (4| 2), (31| 2), 
(38), (21/3), (2|4), (2|22), (15), 82), (-16), 42), (-|33). 
It s convenient to call partitions satisfying (7) admissible, and to speak of 
them as even or odd according as & is even or odd. If both (a,--- a, |b: - - bz) 
and are admissible, they are paired with each other 
as the first step in setting up the correspondence between even and odd par- 
titions. Thus in the above example we would have the pairs (6 | —) < (-| 6), 
(51|-) <> (1| 5), (42 |-) (2 | 4), (821 |-)  (21| 8), (4] 2)  (-] 42), 
(31 | 2) (1| 82), (3| 3) (-| 88), leaving only (2|22) without a mate. 


After this preliminary matching, we are left with the set % of admissible 


partitions such that neither (b,a,- - -a,| be: nor 
is admissible. Such a partition must ciearly satisfy 
b,Sa,5b¢:+1. We first subdivide % into the disjoint subsets Y; 
(1S1=4), where the partitions of 2; satisfy 


a,=—b, =: +1l—- -==b4,+1. 
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Here the usual conventions are made when 1—1 or d, i.e. in YM, we have 
a,=b, and in We next 
define three characteristic numbers p, q, r for the partition (a,,---, a, | 
as follows: p= a,, q is the largest integer such that a, - 
= 1, and r is the largest integer such that =" 
= b(r1)(a-1) — br(a-1) = 2. In the case of the sets - -,Ma+ there is a 
fourth characteristic number s, defined to be the largest integer such that 
Di-1 — =" = (5-2) — = 2%. For example if 
d= 3, then the partition (4| 4422) is in Mz, and has characteristic numbers 
(4,1,2), while (43 | 431) is in 9, and has characteristic numbers (3, 2, 1,1). 
Now let v be the minimum of the characteristic numbers of any given partition. 
We divide %,, %@ into 3 classes, and %.,- - -,%a, into 4 classes according 
to which characteristic number attains this minimum as follows (here 
2S1Sd—1): 
p=ygav,r=y, 
p>vg=v,r=y, 
Wa’: 
Wa": 
Wal’: 
iv: >. 


Thus in the above examples, (4 | 4422) € %,'", and (43 | 431) € %.”.. We now 
define 3 mappings U, V, W and their inverses as follows. If 


put U(r) = (a,—1,a,—1,- +, This 
always leads to a partition of %q’ unless k ~v and a,—1—v. Then since 
g=vand r=», x has the form 


d—1 d—1 
A 
and so n = 2v(2v + 1)/2—v(v+1)/2+ (d—1)? = (d+ $)v?+1/2. Con- 
versely if € then we can form 
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and we get an element of 2%,” unless & =p. 


we have 


(2v—1, 2v—2,: - -,v(2v—1,- 


d—1 


n= (2v—1) (2v)/2—v(v + 1)/2+ (d—1)r? 
= (d+4)”’—v/2. 


If r€ (1Si1=d—1) we put 


Then V(r) € Conversely if then 


is in M/. However V-1(r) may fail to satisfy b:+.:22. This happens if 
and only if i—d—t, n= (d+ 4)v?+ (d—t+}4)» and 
w= (2v,2v—1,-°-, 
d—1 t—1 d—1 


If r€ (2Si=d), we dene 


Then W(x) € Conversely if then 


This time W-*(7) will violate the condition 0:4, 2 if and only if ¢=1, 


n— (d+ 


and 
d—t 


|| 
ve 
xt 
| 
Thus 
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Thus the correspondence is 1: 1 except when n= (d+ 4)s?+ (d—t+}4), 
(v positive or negative), and for the surplus partition (a:,---,a, | 0), 
k always has the same parity as v. This completes the proof of the theorem. 
As the proof is necessarily rendered obscure by the notation, we give an 
example of the above correspondence when d=3, t=d, n=1%. There are 
38 partitions altogether, and they are grouped in classes below, with the image 
of each partition written opposite to it. 


 (61| 53) A  (6|65) 
(531 | 44) (53 | 54) 
(521 | 441) (52 | 541) 
(51 | 4421) (5 | 5421) 
(4321 | 331) (432 | 431) 
(432 | 3331) (43 | 4321) 


(6 | 551) (51 | 551) 
(53 | 441) (431 | 441) 
(52 | 442) (421 | 442) 
(52 | 4411) (421 | 4411) 

(5 | 4422) (41 | 4422) 


(54 | 44) (5 | 543) 


(521 | 54) (52 | 55) 
(51 | 542) (5 | 552) 
(51 | 5411) (5 | 5511) 
(4321 | 43) (432 | 44) 
(431 | 432) (43 | 442) 
(431 | 4311) (43 | 4411) 
(421 | 4321) (42 | 4421) 
None None 


In conclusion it may be noted that a similar extension of Schur’s theorem 
on partitions ([8], Theorem V, p. 495) can be given. This will be shown 
elsewhere. 
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